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Ejercicios y problemas a la parte I 




1.1. Resolver los sistemas de ecuaciones: 



b) 



a) 


x-2y + z = 


5 




2x- y-2z = 


-1 




x + 3y+ z = 






x + 2y + 2z = 


-2 


3* + y + 3z = 


6 


2x + y-2z = 


-1 


2x+ v+ z = 


2 



1.5. Estudiar la compatibilidad del siguiente sistema, en 

función del parámetro re, y resolverlo cuando sea 
compatible: 



x+2y + 4z~3u = 2 

3.í + 7y + 5z-5u = 3 

5x+ I2v + 6s-7«=a j 



1.6. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones; 



1.2. Resolver, en el caso de ser compatibles, los siste- 
mas de ecuaciones: 



a) 3a* - 4y + 6z = 7 

5x + 2v - 4z = 5 

* + 3y-5z = 3 



f>) 




x+ y+ z-3« + 2tí= 4 
x + 2y-2z~5u~2v= -3 

3.r — y — 3z — u + 4p = 4^ 

1.7. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 



1.3. Hallar los valores del parámetro a que hacen com- 
patibles a los siguientes sistemas. Para dichos valo- 
res de a, resolver esios: 



<i) x + 3v + z = 0] 
Zr+ y-3z = 5 
-x + ly + 9z = a} 



b) x + y + z = T 
2*- .v + 3z = 5 
3* + 4>< - 2z = 2 
* + 3y-2z=tr () 



1.4. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 



x- v+ z-h=8 

2x + Ay + 2z-u = 5 
3.v + 2y- t =5 
2v+ y -m = 5 



1.8. Discutir, en función del parámetro a. el siguiente 
sistema de ecuaciones y resolverlo cuando sea com- 
patible; 



a) x, - x 3 + 2x i - x A = O" 1 

2v, + x 2 - *, + x 4 = 4 
-x t + 2x ; + x x - 2xj = -2 
3j, — x 2 — 3a*, + x 4 = 1 j 

b) v, 4- a, + x, - *., = 
2x, +3.i. + *,- 3*4=0 

-3x, -2v, - 2x 3 + 4.r 4 = 
4*, + 2a-, + 5*, - 2x A = I J 



* + >• - z = I 
3* + ay + az = 5 
4* + ay 



1.9. Sea 5" un sistema de m ecuaciones lineales con n 
incógnitas. Sabiendo que es m < n. pruébese que S 
puede ser incompatible o compatible indetermi- 
nado, pero no puede ocurrir que tenga una sola 
solución. 
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,10. Resolver el sistema: 



x, + x : + x s — 2x A — 4x s = —3 
x, + x 7 - x t + 2x i + 2x s = l 
x, + x 2 - x 3 — 2x a — 2x s = —3 
a*, +■ 5jj — 4r, + 3x¡ = — I 

a*, + 2r 2 - 2* 3 + 2vj + 3x a = 1 



Analizar si existen algunos escalares a„ b, y c¡ tales 
que los vectores: 

x = a,ü + b t v + c,w 



y = a 2 Ü + b/i + <-;ií' 



Z = a jlí + /»,j7 + Cjiv 



.11. Discutir (en función de a) y resolver cuando sea 
compatible el siguiente sistema de ecuaciones; 



ax + y + z = I 
x + aty + z = o¡ 

x + v + az = a 2 



1.12. Si ninguno de los vectores u t . ü : u (l depende 

linealmentc del sistema S= (Ü,, f. i\\. ¿puede 

ocurrir que alguna combinación lineal de aquéllos 
dependa linealmente de S? 

1.13. Estudiar si los siguientes sistemas de vectores de W 
son linealmente dependientes o independientes: 

a) [(5, 3, 4), (1,3,2), (1, I, I)} 

b) |(3,2, I), (1, -3. 2). (-1. -2.3)) 

1. 14. Si ñ y € son dos vectores distintos, analizar si al- 
gunos de los vectores (2 + Ajfi + (3 - A)r (A = es- 
calar) pueden ser iguales. 

1.15. Sean $ - (r,. f, v p \ y T= {«,, i/, (¡J dos 

sistemas de vectores. Si cada uno de los S y T es 
linealmente independiente y todos los vectores de T 
son independientes de S, ¿el sistema Su 7* ha de ser 
independiente? 

1.16. Sea S= {«„ ií ; . .... £,,) un sistema de vectores de 
IR". Si es p>n, compruébese que el sistema S es 
linealmente dependiente. 

1.17. Estudiar si el sistema S= {Í7. f, iv) de vectores de 
O* es linealmente dependiente o independiente, en 
los siguientes casos: 

a) fi = (l, 0. -0. v = (0. í. - I). \v = (i. I, 1+0 

b) « = (l. r. -i), C = (0, 1, l +2/), 
#-(1, 1+1,-1) 

1.18. Sean dados los vectores 

íJ = (2. 3. 5) . £=(1,2,3) y w = (2, I, 3) 



sean linealmente independientes. 

1.19. Sean u,, ü 2 , .... (7„ los vectores de H" que tienen los 
siguientes componentes: el vector ü, (para i = 1.2. 
.... n) tiene todas sus componentes valiendo 1 ex- 
cepto la de lugar / que vale h. Hallar el rango de 
(tí,, jí¡, .... ií„l en función de h. 

1.20. Hallar el rango del sistema: 

S= [ü,, ií,. í¡,. ff 4 , /¡ s . tij 

siendo: 

ÍJ,=(2,6, -1,0, -I) 
«2 = (2, -2. I. -3,2) 
« t = (3.4. 1.-1.2) 
fl 4 =(l, -2.2. -1.2) 
« 5 = (-l. 0. 1, 2. I) 
«„ = (!, 8. -3, 1, -4) 

1.21. Sean R = (ff„ ií. »„} y S= {f„ ÍT 2 r;,| dos 

sistemas de igual número de vectores (de Ai", por 
ejemplo) cuyos rangos respectivos son ¡ y s. Consi- 
dérese el sistema T= [w¡ = tí, + £,- / 1 = I, 2 p). 

Pruébese que rang Tsír + .v. 

1.22. Hallar el rango de la siguiente matriz: 



A = 



1 


I 


1 


1 


2 


l 


4 


-5 


7 


-2 


4 


-6 


2 


5 


-8 


4 


3 


l 


3 


-3 


4 


1 


3 


-4 
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L23. Hallar el rango de la siguiente matriz: 



A = 



I 


2 





-5 


-3 


-2 


3 


1 


-1 


3 


2 


4 


2 





2 


1 


-1 


5 


2 


-3 


1 


3 


2 


-1 


1 


-1 


3 


-1 


-2 


2 


4 


3 


-1 


—2 


-I 


2 



1.24. Hallar los valores de a y (i para los que el rango 
de la matriz A es lo más pequeño posible: 



A = 



1 


3 


-2 


- 1 


4 


2 


! 


1 


2 


-3 


3 


-4 


3 


l 


-2 


3 


3 





a 


3 


3 


2 


-3 


-3 


/• 



1.28. Hallar los números reales v. v. z, ji y p para los que 
se verifica: 



".v 2" 










5 


1 


v 




1 


1 


— 


* 


n 


Z 1 




u 


1) 




1 


2_ 



1.29. Sabiendo que AM = B. donde A. B y M son matrices 
cuadradas de igual tamaño, y si A y B son triangu- 
lares superiores y no nulas. Se pide: 

a) Analizar si M lia de ser triangular superior. 

b) lincontrar alguna condición suficienie que per- 
mita garantizar que M es triangular superior. 

1.30. Sean A y B dos matrices cuadradas de igual tamaño 
que son simétricas. Hallar una condición necesaria 
y suficiente para que su producto AB sea simétrica. 

1.31. Hallar /V\ siendo A la matriz: 



1.25. Hallar el rango de la siguiente matriz compleja: 



A = 



I i 3¿ 3 

2 + / I I * 2/ 4 + * 

- 1 + í I + / I + r - 1 + < 



A = 



eos sen 
eos - 1 

sen 1 



1.32. Hallar una matriz A tal que: 



1.26. Hallar el rango de la siguiente matriz, de tamaño 
n x n: 



A = 



K 


• 


■ v 


v X 


- 


■ 


y X 


o . 


• 


y 


X ' 


• 











• 


• x 





■ 


• v x 



para v »()ev*0 



Analizar, primero, los casos it = 3 y n = 4. 

1.27. Sea M = AB el producto de las matrices A J B. 
Compruébese que si A tiene una fila nula, entonces 
también \í tiene una fila nula y que si B tiene una 
columna nula, entonces M también tiene una colum- 
na nula. 



1 


-7 1 


11 


8 38 


1) 


27 



A f = 



1.33. Hallar A', para n e N. donde: 



A = 



1.34. Hallar A r . para p > n, donde A es la siguiente matriz 
de tamaño íixh: 



A = 



1 


1 





11 


1 


1 








1 



10- 


• 


1- 


• 


0- 


• 


0- 


• 1 


0- 


■ 
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1.35. Calcular A 1 y A*, donde A es la matriz de lamaño 
ii x n: 



a) Compruébese que el producto de A(ü, /i) poi 
AUi', h') es también una matriz de la familia. 



A 



I - 
I 10-0 

III- 



b) Analícese si A{a, h) tiene matriz inversa perte- 
neciente a la familia. 



(Indicación: recúrrase a las matrices M = A{\, l)e 
/, matriz unidad, espresando A(a, h) como combi- 
nación de ellas.) 



1 











1 


1 





Ü 





1 


1 


() 








1 


; 



1.36. Hallar todas las matrices de tamaño 4x4 que 
conmutan con la siguiente matriz A: 



A = 



1.37. Una matriz cuadrada M tal que M~ = M se llama 
«idempolente». Sabiendo que A y B son matrices 
cuadradas tales que A— AB y que B — BA, com- 
pruébese que A y B son idcmpolcntes. 

1.38. Se llama traza de una matriz A = \a,A, cuadrada de 
tamaño « x n, a la suma de los elementos de su 
diagonal; eslo es. a: 



tr(A) = X «„ = «ii + «i> + '"+«, 



i i 



Compruébese que. si A y B son matrices del mismo 
tamaño n x n, se verifica que: 

1. trMB) = lr(&4) 

2. tr(A4')>0 si A* O. 

1.39. Considere la familia de las matrices A(a, A), de 
tamaño n x n. dependientes de los parámetros reales 
a y h. siguientes: 



1 4 2 




i 


1 


5 


3 7 9 


: /(- 


4 


Mi 


16 


1 5 1 




. ( 


5 


8 



1.40. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo ta- 
maño. Si A es invertible y A y B conmutan, 
pruébese que A~' y B también conmutan. 



1.41. Hallar la matriz inversa, si existe, de cada una de 
las siguientes matrices: 



A 



1.42. Hallar la inversa de la matriz: 



A = 



1.43. Hallar las inversas de las matrices: 



A 



1 


-1 


2 


1 


2 


3 


-4 


1 


5 


-8 


11 


4 


2 


3 


-4 


: 



10 
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1 1 1 


; b- 


lili 





i 











2 


i 








3 


2 


1 





4 


3 


2 


l 



Aia, h) = 



ah 


a 


a 


a 


a 


ah 


a 


a 


a 


l! 


ah - 


a 





a a 



ah 



1.44. Hallar la inversa de la matriz: 



.1 



2 


9 


-8 5 


3 


-12 


10 6 





-2 


2 1 


2 


-6 


5 3 
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1.45. Sea A una matriz cuadrada dada lal que z\ J = O. 
Considérese la familia que forman las matrices: 

M(Á) = I + ÁA + (Á 2 /2)A 2 . para A e R 

Compruébese que la familia es un grupo aheliano 
(conmutativo) respecto del producto de matrices; 
hallar M{\) '. 

1.46. Sean A y B dos matrices cuadradas, de tamaño n x n. 
Se dice que A es semejante con fí, y se pone A ~#, 
si existe una matriz regular P tal que B = P 'AP. 
Compruébese que: 



I. (A~B) 



A P "B ! ' (para p e H cualquiera) 



2. La semejanza de matrices es una relación de 
equivalencia para el conjunto .H„,„. de las ma- 
trices de tamaño n X n. 



1.5 1 . Se dice que una matriz cuadrada A de elementos 
complejos es unitaria si: 

AÁ' = I 

(A denota a la matriz conjugada de A. esto es. 
aquella cuyos elementos son los números complejos 
conjugados de los respectivos elementos de A). Se 
pide: 

a i Estudiar si la inversa y la traspuesta de una 
matriz unitaria son matrices unitarias. 

b) Si A es unitaria, hallar |detA|. 

r) Si A y B son matrices unitarias del mismo 
tamaño, estudiar si AB es también una matriz 
unitaria. 



1.47. Hallar la matriz inversa de la matriz A: 



A 



1 





u 


- u 


a 


1 





■• 


a~ 


a 


1 


■- 











a" 



u 



■ 



1.48. Hallar la inversa de la siguiente matriz compleja: 



A = 



I 2 - í - 1 + 2i 

I 2 -2 + i 

-l -2 + i 2-2/ 



1.49. Sea A la matriz cuadrada, de tamaño n x /r, cuyos 
elementos son: 



elemento de lugar (i, j) de A = 



a, si i =j 

A, si i <tj 



Hallar a y b para que se verifique la relación A 2 = I, 

1.50. Sean A y S dos matrices cuadradas; 5 es simétrica. 
Analícese si se verifica que: 

a) A'A es simétrica. 

b) A'SA es simétrica. 

c) A ant ¡simétrica ^ A~ simétrica. 

d) A regular => A'" = íA'r (n e W). 



1.52. Si A es una matriz cuadrada lal que A - O (matriz 
nula), hallar A{¡ ± A)", para n = 2, 3, ... 

1.53. Hallar la matriz inversa de la matriz cuadrada de 
tamaño « x n\ 



lili 


• l 


12 2 2- 


. 2 


1 2 3 3- 


. 3 


1 2 3 4- 


. 4 



12 3 4 



.54. Resolver la ecuación: 



1.55. Resolver la ecuación; 



X 


a 


b 


c 




a 


X 


c 


b 




b 


c 


X 


a 




£ 


b 


a 


X 





= 



II II 

I x x 2 x x 

3 x + 2 Xx + I 3* 

3 2x + l x 2 + 2x 3.r 
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1.56. Hallar el valor del determinante: 


1.61. 


Calcular el determinante: 


A = 


« : afi a¡i p 2 
ap a 2 p ! ap 
a& p 2 a ! ap 

P 2 ap ap a 




A- 


ni 1 1-1 

n 2 1 II 
n 1 3 1 - 1 
n 1 1 4 1 










n 1 1 1 ■■■ n 




1.57. Hallar el determinante de la siguiente 


natri/. com- 




probando que no 


depende de x: 


1.62. 


Scan As B dos matrices cuadradas de 


igual tamaño 



A~ 



cosi.v + a,) cos(.t -+- a 2 ) cos(j + a ¡) 

scih.v + a,) sen(.r + a¡) senU + «,) 

|_sen)(j> - u t ) sen (a, -a,) senlíí, - a.) 



Hállese el determinante de la siguiente matriz Mi 
función de los determinantes de A + B y de A - 1 



\H A 



Si « ( . </ : y a 3 pertenecen al intervalo | tt 2, n/2[, 
hallar la relación entre ellos para que A sea singular. 



1.58. Calcular los siguientes determinantes: 



3 


-1 


3 4 




3 9 


-1 2 


1 
4 


-3 
4 


5 6 

1 3 


: A> = 


1 4 

2 5 


9 
-1 1 


3 


5 


-6 7 




6 5 


2 1 



A 



1.59. Calcular los siguientes determinantes: 



A,= 



9 


7 5 2 




-i 
6 


-8 8 3 

-5 8 4 


; A 2 = 


7 


5 3 7 





.60. Calcular el siguiente determinante: 



i = 



13 5 2 2 
3 6 9 5 1 
6 5 7 4 2 
I 6 8 5 

14 6 3 1 



10 II 4 I 

-14 5-1 

5 8-4 4 

2 4 11 



1.63. Calcular el determinante de orden n: 



•f.+.V, A,+v, - .v, + y„ 
¿2 + y, *j+y 2 - .V, + y„ 



.64. 



A. 



*„ + >', x fl + y 2 



*. + v 



Sea A — |<ij una niatri/ cuadrada de tamaño n x« 
y considérese la nueva matriz B = [u + k], que se 
obtiene de sumar un misino escalar k a cada uno Jr 
los elementos de A. Hállese del B en función de Ai 
de l<»s adjuntos a de los elementos de A y de detA. 



.65. -Se considera el siguiente determinante de orden it 



A„ = 



a. 

I • a 

a. 



I +</, 



l+fl. 



Obtener la relación que liga a A con A ,. Cal- 



cular A.. 



1.66. Sea A una matriz cuadrada, de tamaño n x n, aná- 
siiTiétrica (A' = —A). Demuéstrese que si // es impar. 
entonces del A = 0. 
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1.67. Calcular los determinantes de orden n. 



1.70. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones, resol 
viéndolo siempre que sea posible: 



A 



2 3 ••■ n 
3 - n 
-2 - n 



- 1 - : -3 



A.= 



I 


*l 


■ r : '" 


* 


1 


x, • ti, 


x¡ - 


> 


1 


> 


i. - íí, ». 


' 





«,. t fl. 



1.68. Considérese el determíname de orden n: 



A 



a + x, -\. 

x, a • i 



', 



> : a v 



v.. 

V. 

I 
a - x.. 



ax+ b\ + i = 1 1 
.t + ¿v + az = I 



(íf. /> g (R son parámetros) 



1.7 1. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones: 



ni, I axj - ■ ■ - ax, | • /f.v.. o„ 

ÍW ■ OXj - »■ • fix | I ...l., -«„ 



<«, *() = £) 



□ i • lí\. + - + «*,, i + «-í n = «a 
/_f v I ra, + - + «*„ , + ím„ = a, j 



.72. Discutir > resolver, en caso de compatibilidad, el 
sistema: 



ax I M* + . 1 

(U • v + h: I ^ id. b c ll-i son parámetros) 
ax-\ v + .- 6 



.73. Discutir, según los valores de los parámetros « > b. 
y resolver, en su caso, el siguiente sistema de ecua- 
ciones: 



Obtener A„ en función de A., y. de ello, hallar A„ 



1.69. Obtener la relación que liga a A, p con A„ ,. siendo 
A p| el siguiente determinante de orden n\ 



A.. 



1 1 1 


1 


l x x • 


• x 


1 l X • 


X 


1 v x ■ 


X 



XXX 



Calcular A... 



x, i. I i, - O 1 

C, i- • i. I 

.¡i, * », I i, - (I 

/m, ii. r 4 = -I 



.74. Discutir, según los valores de los parámetros u \ />. 
el siguiente sistema de ecuaciones. Resolver el sis 
tema para o = 3 y b = 2: 



2>. i, 



\x. >,-T 



-x, ♦ i. • i, • i\, i :., - } 

<,■<■< 3*3 + 2v s - 6 

x 2 + 2i. ■ cu . • i s h 
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1.75. Discutir, según los valores de los parámetros reales 
a y /». el siguiente sisiema de ecuaciones (n + I 
ecuaciones con n + I incógnitas). Resolver el siste- 
ma cuando sea compatible: 



*i + ax„ . , = o 1 




x, + ax„ ,,=« 






1 


x K + ax„,,=a 




+xj + x ntl = b i 





a{x, + x, + - 



.76. Resolver el sistema de ecuaciones lineales: 



< I ftí, + 



2x : + (1+i> 3 +(l-i> 4 = -2 + i 



(*, - 



Zx, 2« 4 = 



-2*, MI- />, - 
3«,- 2w¡ + (l- 2í>j- 



k 3 -(2-i> 4 = 2-3Í 



x, = 



1.77. Sean /* y tí matrices de tamaños ni x n y m x 
supóngase que /■ - rang A - rang A\\ < m, n. Cons 
de re se el sistema de ecuaciones ,\.Y tí. donde V a 
la matriz de incógnitas, de tamaño n x I. Se de 
componen A y tí y X en bloques del siguiente mod 



A = 



\ 



\ 



B= — 



B, 




X 


— 


: X = 


— 


tí. 




X- 



donde A¡ es una matriz regular de tamaño rXr, 
y X, son de tamaño ex I. Se pide: 

a) Obtener, en función de dichos bloques las i 
Iliciones del sistema. 

b) Obtener las soluciones del sistema: 



x+ 2v + z-f «íi< f 15o =-2 

2x+ 3> - z - 17» ■ 2lr= I 

\ • y + z— 8«+ 7r I 

x+ L3y + 8z+ 12« + 94p = -| 
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1.1. 

1.2. 

u 

1.4. 

1.5. 
1.6. 
1.7. 

1.8. 



a) x = I, y=-l. z = 2 

I» a = 2. y = -Xz= I 

*/) El sistema es incompatible. 

b) x = 2 — z. y = 1 + 2z. z cualquiera. 

a) a = — Id: x = 3 + 2z, y — — 1 — z. z cualquiera. 

b) a=-l; v = 2, y— -I, z = 

a) X¡ = I. a. - I. .i, — 1. x¿ = 2 
&> *, = 2..t : =0. X,= -l..t 4 = l 

a =4; *=8- 18c + 1 1», y- -3+7z-4m 

.v = 3 +«- 2: \ ■ I +2w+i\ z = 2- r 
I 4. y= -2. 2=3, tt-1 

Si í» =0, el sistema es incompatible. 
Si or — 5, hay infinitas soluciones; 

a- = 5c , y = l 4; 

Si a * y trí5. hay solución única: 

I I 

.r= I . y = - . z = 



fi 



<> 



1.9. 

l.io. 
1.11. 



Reducir el sistema .V a uno escalonado reducido y 
analizar ésie. 

i, = I - i,. «. 0, x¡ <-. x A 1 - u 

Para a = — 2 el sistema es incompatible. Para 
o = l. el sistema admite infinitas soluciones: 
x=\—y — z- y cualquiera, c cualquiera. Para 
2 } a - l. el sistema nene solución única: 



1.12. 



«^ I I 

« + 2 a + 2 a 

Si. por ejemplo: 

«, = (1.0. 0| . «j = (0. I. 0) 

p, =(l. I, I) . í\ = (l, I. -1) 

p = h = 2 : /,»!.- 2ii, + 2ir. 



"« " D : 



1.13. a) Linealnienle dependiente. 
h) Linealnienle independiente. 

1.14. Son lodas disiinlas. 

1.15. Puede no serlo, eomo en el ejemplo: 

p </ = 2 , i\ - (I. 0. <>) . i : - (0, I. 0) 
Q (1,0. II . fl 2 =(0. I. I) 

aquí es i?, + e : - : \-a 

1.16. Supóngase que hay una combinación lineal de las 
« que es nula: recurriendo a los componentes se 
obtiene un sistema de ecuaciones lineales homogé- 
neo con más incógnitas (los escalares) que ecuacio- 
nes, que tendía, pues, solución no nula. 

1.17. a) Dependiente: iü U ". 
b\ Independíenle. 

1.18. No existen: los Q, C y » no son independientes > 

los v. y. l dependen de ellos, luego m>h dependientes 
siempre. 

1. 19. Si A ••- I — n y Ai 6 1, el rango es >/: si h- I - n, el 
rango es n I; si /' I, el rango vale I. 

1.20. rangS = 4. 

1.21. Sean (i^ ü l y f f, sistemas independientes 

de H y S. Todos los vectores de T dependen lineal- 
nienle de los vectores de I». ". I u I'" ' : . I 

y aquí hay no más de * t > vectores. 



1.22. 


L : l rango es 3. 


1.23. 


El rango es 4. 


1.24. 


a 1, ¿3 = 7; el rango mínimo es ; 


1.25. 


rang.A 2. 


I.2í>. 


Para // - 3, ran«/t = . ; si \ -' ~v \ 



x= —y. Para n = 4. rang/\=4 si \ ' _\ y 
rang.A = 3 si x= ív. Para n par rang.l " n m 
i ■= ' \ y rana A = n — I si \ ' \ Para ii impar, 
raug ,4 = ii si x *- -y y rang 4 n — 1 si x = -y. 
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1.27. Si íj, s = O, V/i. entonces. 

Para columnas se procede igualmente. 

1.28. x = I, y = - I. z = 2. u = 3. i - I 

1.29. «i Puede no serlo; ;isí ocurre con: 







A 


1 



2 



y M = 


3 -2 
1 3 




/») Que A sea invertihle. 


L30. 


Que 4 y B conminen. 


L3I. 


A ? = 0. 






"1 -I 1 




132. 


\ 


2 2 








.0 3. 




1.33. 


A" = 


|~l n 
1 



k 
i 


• 


con .v = — 


i-D 

2 



1.34. ,1 O. 



1.35. A z = 



1 


(i 





- 


2 


1 





... ü 


3 


2 


1 


... 











n n — I íi — 2 



\ 



1 








•• Ü 


3 


1 





•• 


6 


3 


1 


•• 





s. , - I 



l(¿ - 1) 



a 





n 





b 


a 








c 


b 


a 


a 


■i 


c 


b 


<i 



1.36. 



para (/. ¿. c. */ escalares cualesquiera. 

1.37. ,1 : ~- (AHHAti) - /H&4)fl - ABB - |/l W = AB =A 
igual se procede con B 2 . 

1.38. I. Ambos trazos valen Z. " ■" 

■ 

2. lr</M'> = I(«,,> ! >0. 

1.39. ti) Hl producto vale crM + /?/, donde 

a = ua'in + h + A' - 2) . = aff'(A - I )<A' - I) 
b) A ' = /H«,. /i,), con 

ft. = 2 - h - n y </, 

«(/i — l)(l -/i-fi) 

(para h * IJl * \ n v „ # 0). 

1.40. A8-A4 ^ A '(AB)A '=A '{BA)A ' => 
=> (A 'AHBA l ) = (A l B)iAA ') => 
=> /M ' = /!'«/ => &4~'=A~ l B 



1.41. A - ' 



1.42, A' = 



-19 3 II 

3 I 2 -3/2 

4 1/2 5 2J 



"I -I 

2 4 

1 3 

.0 l 



; no existe B '. 



-2 


-4 





i 


l 


11 


i' 


! 



1.43. A -1 = 



con s, = 









1 





-1 


1 





-1 1 
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1.44. A ' = 



"I O O O" 

-2 I 

1-2 10 

O 1-2 1. 

'0 10 2' 
1-212 
0-2 3-3 
2 O -3 -2 



1.52. MI±A) a = A. 



1.45. A/lO)-/. MiA)M(}i) = M/i)-M(A) = \HA + ft); 
MU) ' -M-A). 



1.46. I. H 1 ' BB-B = 

= (P 'AP)(P l AP)~(P 'AP) = 
= P Z AA<AP = P i A p P. 
2. A =/ 'Ai =» A -A; 

A~fl => B = /> 'AF => A = PBP 

! /í P x APyC=Q 'BQ) => 



fi~A; 



1.47. A ' = 



1 


■ 


■ 


-« 


1 ■ 


■ 





-a 1 ■ 


• 



1.48. A ' = 



o o - 

-i 1+2/ i 

! -i I - i 

1 I 



1.49. Póngase A en la forma A = al = Mí. Solución; 

a = ± (n — 2) :n y fr = + 2 : « 

liO. Los cuatro apartados son ciertos. 

1.51. o) Ambos son unitarios. 
b) |dclA| = l. 
í) A/í es unitaria. 



1.53. A" 1 - 



2 


l 





: 


o 





l 


2 


1 


o; 








t) 


1 


2 


i : 














1 


: - 





1) 



0:2-1 
: - 1 I 

1.54. Tiene 4 soluciones, que son: 

x, = —a — b — c \ x, = a + b — c 
x, — —a + b + c ; x a = a — b + c 

1.55. Sólo tiene la raí/ x = I (de sexto orden de multipli- 
cidad). 

1.56. (f,'-fi z )\ 

1.57. Desarrollando por la última fila: 

dclA = —scn 2 (aj — a t ) — sen ; (n, — a t ) - 
-sen 2 (a, - a 2 ) 

La condición es a, = a, = a . 

1.58. A, 130 : A, = 6I. 

1.59. A, - 100 ; A>- 150. 

1.60. A =-5. 

1.61. A - ni 

1.62. det M = |dct (A + B)\ - [del (A - B)\. 

1.63. A, = j, + v, ; A, = -(.v, - x 7 Hy, -y,) 
A n = para n > 3. 



1.64. dctfí = dctA+A £ a„ 



■ 



1.65. 
L66. 



A. = A„ t + a B ; A„- 1 +a l +a 2 +- + fl 11 

det A = det (-A') = (- l)"detA' = (- lf'detA = 
= -det A, luego detA = 0. 
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1.67. A, «! 



& 1 = a,a z —a a 



1.68. A aX. 

A. .i" \a + x, +.»•, + ■•■ ■ i i 

1.69. A„= <-!)" 'v' - -A , 

1.70. Para fe = y a-I. sistema incompatible. Para 
í> = y a* 1, sistema incompatible. Para a = I y 
6=1. infinitas soluciones: .t=a, y — 0, 
; ~ I - a — fi. Para a= I y fe? I. sistema incom- 
patible. Para a = —2 y fe = —2. infinitas soluciones: 
X = 3flf, v-12(ft-l), z = a- Para a 2 v 
b± — 2, sistema incompatible. 



1.71. x,= 



«II aA-ia(rt-\y+fito t 

{a-p)\a{n- l) + 0| 



1.72. Para fe = I y a = 0. compatible indeterminado; las 
soluciones son ).t. y. ::> = (a. /3. I — (i). Para fe — I 
y íí^O. compatible indeterminado; <». y, z) s (a, 
/3. I - /? - «(*). Para fe * I y« : 0. sistema com- 
patible determinado; (x, y, z) = ((b + 2):a, — l. 
- I ). Para a — y fe = ~2. sistema compatible in- 
determinado: (v. v. z) = («. -I, - 1 1- Para fe * — I. 
fe* -2 y n = 0. sistema incompatible. 



1.73. Si fe - 2. el sistema tiene solución única: 



x, = 



-2 

fe • : 



»■ 



a + b- 

h ■ 2 

a- I 



*» = 



«- I 

fe • 2 



-v, = 



fe • : 

Si fe -2. el sistema es incompatible. 



1.74. Para a* I. hay infinitas soluciones (con un pará- 
metro). Pata « = 1 y fe* I. no hay solución. Para 
,i I y fe- |, hay infinitas solucione" (con 
parámetros). I ii el caso « 3, fe - 2. las soluciones 
son. para A c G3 cualquiera: 



x,= A + 2 



i. 2A 3 

1 7 



i,- A 



'< 2 






I.7S. Si i/ ~~ l). hay solución única x¡ " • t„ : 

~ fe. Si o * y a ~ t V I //. hay solución única. 
que es la: 



*i=X> » 



,Kl -fe) 

u . > 
1 — irn 

fe - a'n 



x m = 



I o ii 



Si es o = ± v I " >' fe * 1 . no hay solución. Si 

a \ l M > fe ~ 1. hay infinitas soluciones, ijut 
son (pura A c R cualquiera): 



±0i 



= I -A 



1.76. v, =i . .v. = 1 - j . x 3 - 2¡ . v, = - I. 

1.77. a) X. cualquiera. X, = A, '(/i, - A \ \. 
fe) u y c cualesquiera: 



1 2 

2 3 
I I 



9h + ISr" 


) r 


17» + 2lr 


- 


-8h+ 7í-_ 


1 



2 

l 
I 

-6-9w-2r 

9 + u - 3r 

-14 -2a -So 
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UGEBRALH 



Ejercicios y problemas a la parte II 



ENUNCIADOS 



U.l. Sean V, y V, dos espacios vectoriales (con el mis- 
mo cuerpo de escalares) y considérese el producto 
cartesiano V, x V,, en el que se deliren la suma y 
el producto por un escalar mediante: 

(r,. cy + (0¡, C' 2 ) = (C i + e' l . i\ - >' : ) 
Mv,. (%) = (Af,. AC : ) 

Pruébese que con estas operaciones el conjunto 
V, x V, es un espacio vectorial. SÍ V, y V, tienen 
dimensión finita, compruébese que: 

dim (V, x V,> = dim V, + dim V 2 

II.2. Compruébese que el conjunto %(U, R). de las fun- 
ciones continuas de R en R, es un espacio vectorial 
real respecto de las operaciones usuales. Se consi- 
deran las siguientes funciones de r €(R, R): 

sen '. I. x. x 3 , .... <f (/i e fíl dado) 



grado menor o igual que 4. se consideran los 
I i nomi os: 

/»,(.v) = 3-2r-' i - 4>' - r 

/»a(x)~7-8x + S^H ax 3 I bx* 

(«. ¿» e IR fijos). Hallar 1/ y /' para que el si 
ció que engendran />,(»), />,(,v) y />,(i) lenga ilír 
SÍÓn 2. Hallar una base cualquiera de este libela 
pació y determinar las coordenadas en ellas de I 
tres polinomios dados. 

11.5. Hallar el valor que hay que asignar al parar 
a para que las siguientes matrices no formen 
del espacio vectorial .■((....•. de las matrices cu 
das de (amaño 2x2: 



n 



2 1 
1 o 



6 5 5 4 

4 2 ' 4 a 



11.6. lin el espacio vectorial de las matrices ra 
simétricas de tamaño 3 x 3, se consideran las 
irices: 



Analícese si la primera es una combinación lineal 
de las demás. 

11.3. Considérese el espacio vectorial V ' - U : . : . de las 
matrices cuadradas de tamaño 2 x 2, y sea S ■ (A/ ( , 
M : . M f , M 4 ) el sistema formado por las matrices: 



M. 



M 



C '.'I - 



1 I 

o 



M, - 






1 





1 


1 





1 






a) Comprobar que S es una base de V. 

b) Hallar las coordenadas x t , a\. a,, a, en la base 
.V de una matriz genérica M de V: 



M- 



a b 

c d 



11.4. En el espacio vectorial V de los polinomios de 



A/, 



M 3 



1 2 


-1 




2 3 


4 


M.= 


1 4 


_2 





1 3 2 
3 2 6 

2 6 



M 4 = 



2 4-2 

4 6 8 

-2 8 -4 

"l 4 5' 

4 I 8 

5 8 2 



2 


7 


i 


7 


3 


'» 


3 


9 


i 



M s = 



Hallar la dimensión y una base del subcspackn 
engendran estas 5 matrices. Obtener las coor 
das de todas ellas en la base elegida. 



11.7. En el espacio vectorial V = .->(R. R), de las 
ciones de R en R. se consideran el sistema 
funciones: 

V (1. sen v. eos 1. sen 2v. eos 2\\ 
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a) Comprobar que S es linealmenie indepen- 
díente. 

b) Hallar una base H del subespacio que engen- 
dran las funciones; 

/i(.v) =12 sen x + 3 eos x — sen 2x 
l\[\) - ven X - con i 2 sen 2. eos 2x 
/¡(.v) " 2 con i | sen 2i - 3 eos Iv 
f t {x) =1+4 sen x - 2 eos i 

- 2 sen 1\ • eos 2» 
f s lx) - 4 * sen x - eos x + 5 eos 2i 

c) Completar la base II Masía obtener una base 

del subespaeio engendrado por S. 

11.8. En el espacio vectorial V de los polinomios reales 
de grado menor o igual que n (con una sola inde- 
lerminada x), se considera la base usual B= < I. .v. 
r y'f. Compruébese que /J'=(l, x — (¡, 

(x-a) 2 (x — a)'), donde ./ e '- ; es dado, es una 

base de Vy hállese la mam/ del cambio de coor- 
denadas que resulta de cambiar la base R por la /('. 

11.9. Imi el espacie» vectorial l M ... de las matrices 
reales de tamaño 2x2. se consideran los sistemas 
5 = t.W,. M 2 , M % . M 4 ) y 7 = (*„ A' ; . A',. W«, #,), 
donde; 



M, - 



W, 



I 2 

1 I 

2 5 
I 3 



,.r 



A?,= 



-2 I 
3 -2 

3 -2 



i* 





1 


-1 


M 2 = 






1 


1 




n 


1 


M 








[3 


-2j 

0] 


N 2 = 








[- 


ij 




n 


■1 




N,= 










2 


1 





II o 
[i o 



Comprobar si .V y '/'son sistemas equivalentes Ha- 
llar bases ile los subespacios que engendran S y T. 

11.10. Sea V el espacio vectorial de los polinomios de 
grado menor o igual que n (dado). Sea /'i.vi un 
polinomio cualquiera de V y considérese el sistema 

B = </>U).,/(i>. />■•„) p 



Anali/ar si H es o no una base de V. en función 
de quien sea pix). 

11.11. Sea A una matriz cuadrada de tamaño n X n. sean 
(",, (\. .... C_ matrices columna de tamaño n x 1. 
Pruébese que: 

a) Si los vectores columna AC,. Ai' U\ son 

linealmenie independientes, entonces también 
lo son los C„ C 2 C... 

b) Si A es regular y C¡, C,. ..., O son linealmenie 
independientes, entonces también lo son AC,, 
AC, AC p . 

11.12. lín el espacio vectorial ,'fiH, R(, de las funciones 

de i-'., en . •.. >e consideran las funciones: 

f,lx)=e°-'. nw t ' Ux) = S~' 

Compruébese que estas n funciones son lme.il 

mente independientes si \ sólo SÍ los números rea- 
les a,, a- u, son iodos distintos. 

11.13. Sean S = <ii,. i¡ ; ü p ) y S' = (w¡. wí « | dos 

sistemas de ¡< vectores, de un cierto espacio \ec 
tonal V. Demuéstrese que: 

rang )«, + «¡. tí. - ü\ ií r + ü' p ) « 

^ rang .V + rang S' 

Si A y A' son dos matrices de igual tamaño, com- 
pruébese que: 

rang (A +A')^ rang 4 * rang A' 

11.14. Demostrar que, si U, V y W son subespacios vec- 
toriales de un cierto espacio, entonces: 

/»> (ü+V)n(í/+v/)3í/+(vnH/) 

Determinar algún ejemplo en el que los signos de 
inclusión de <i) y />> no lo sean de igualdad. 

11.15. Considérense los sistemas de polinomios S - 
= <?,<*), p¿x), p¿x)) y 7- (?,(*). .y.I.v). q¿x)), 
donde: 

/Vvi =1+2x4 5v ■ 3x 3 + 2xf 

p¿x) = 3 + .t + 5r' íu' • tu' 
;mu l +xH 3.r' 
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q,(x) = 2 + x + 4x 2 - 3x* + 4x 4 
q 2 (x > = 3 + x + 3x 2 - 2x y + 2t 4 
9jW=*9 + 2x+3x 2 -j 3 2v : 

Sean í> y V los subespacios. del espacio vectorial 
de los polinomios reales, que engendran S y T. 
Hallar la dimensión y una base de cada uno de los 
subespacios U+ V y Uf\V. 

11.16. Sean í/,. /A, .... V subespacios de un cierto espa- 
cio vectorial V. Compruébese que la suma 
U t + U 2 + — + U es directa si y sólo si para cual- 
quier / = 1,2 p se verifica que: 

c/ ( n(t/, + •■• + </, l + í/,, l + --t-í/„)-o 

11.17. Sean U, y ÍA los siguientes subespacios del espa- 
cio veclorial real R": 

V l = ((*,, -( : -v (l > e R7-V, +x a +■ - +x m -Q) 

V 2 = |U„ r ; xj g RVr, = *, = - = x„] 

Analizar si U, y (A son subespacios suplcinenta- 
rios de R" obteniendo la descomposición de cual- 
quier ü c R en suma rt = i?, + «,. con ¡i, eC, y 
«, e EA. 



11.18. Sea V=^(R. f 

ciones de !* en 



el espacio veclorial de las fun- 
y considérense los conjuntos: 



í/, = l/e V/(l) =/(-!> =0] 
fí=L/'e V// es afín) 

(la función / se dice afín si es f(x) = a + bx para 
ciertos a y b fijos). Pruébese que U, y (A son 
subespacios suplementarios de V. 

11.19. Sea V = '€(I0,1]), R) el espacio vectorial de las 

funciones continuas de [0. I) en ¡R. Se pide: 

ti) Dado un número natural n y si /e V es una 
función que toma, al menos, n valores distin- 
tos, analiza! si las n funciones /m. /ui. 

/U) 3 .'<<>'" forman un sistema linealmente 

independiente ele V. 

b) Analizar si U, y ÍA son subespacios suplemen- 
tarios de V, siendo: 



*-(r.v/r 



/(.v)¿t = 



11.20. Sean t/. V, £/,. ÍA. V, y V ; subespacios de un cierto 
espacio vectorial. Si la suma U + V es directa > m 
1/ = t/, © ÍA y V = V, © V\, compruébese que la 
suma U, + U¡ + V, + v\ es directa. 

11.21. Si /\ y ti son dos matrices cuadradas del misino 
tamaño simétricas, compruébese que AB es si 
métrica si y sólo si AB — BA. 

11.22. Sea A una matriz, mxp y sea B una matriz /ixn. 
Pruébese que: 

1. rang (AB) * rang A 

2. rang (AS)* rang fí 

11.23. Sean /\ y A' dos matrices cuadradas de igual lama- 
ño tales que A es ¡nvertible. A' es mihilpotcni. 
sea, jV" - O) y N conmuta con /\ '. Pruébese que 
A + N es ¡nversiblc hallando su matriz inversa. 
(Indicación: recúrrase a la igualdad (J + M) ' ! 
= l-M + M 2 - M\..) 

11.24. Analícese si el conjunto ..(( formado por todas las 
matrices de la forma: 



11.25. 



A 



1 


11 


/< 





1 


1 


' 


II 


: 



((?, b, C e 



es n no un grupo multiplicativo. 

Sean V y W dos espacios vectoriales reales: sea 
(e,. i 2 , é,. é.,) una base de V y sea (»,. ii : . fl 
una base de IV. Si/: V—» IV es la aplicación linea) 
definida por: 



fie 2 )=2ü i 
se pide hallar: 



ti, - 4w, 

l- «. — 2«, 



/)é t ) = 3ií l +« : 
M> = «, + 2», 



n) Ecuaciones de /en las bases dadas, 
fr) Una base de Nuc(/) y otra de lm(/). 

11.26. Sea dado un espacio veclorial V de dimensión fi- 
rüta y considérese un endomorfismo f:V— ♦■ 
Pruébese que. si /y/ / tienen igual rango, enton- 
ces Nucl/inlm (/) = 0. 

11.27. Sea/: IR*— • O? 2 la aplicación lineal que respecto de 
las bases canónicas tiene asociada a la siguiente 
matriz A', 



ÍA = \fe vV/es constante | 



A = 



I 2 3 
3 4 1 
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a) 



b) 



• ) 



Hallar la matriz D canónica de equivalencia 

de A. 

Hallar unas bases H = (é i , «,, í\> de R* y 

C = (ii,. i¡>) de R" respecto de las cuales la 

matriz de f sea la canónica. 

Anali/ar si existe alguna aplicación lineal y tal 

que alguna de las/«x ° ¿'"/sea la identidad. 



11.28. Sea i : R l — R 3 la aplicación identidad y llamemos 
B = (e,. e .. é 5 )) a la base canónica de R\ Se pide: 



u) 



/>i 



Una base S' de R 3 tal que al referir la aplica- 
ción i a /T (base del espacio R 3 de partida» y 
a fl (base del espacio W de llegada), la matriz 
asociada sea la A que figura al final del enun- 
ciado. 

Una base B" de R 3 tal que al referir la apli- 
cación i a B (base del espacio R- de partida! 
y a B" (base del espacio R' de llegada), la 
mam/ asociada sea 1: 



A = 



o -r 

I o 

1 o o 



11.29. Sea V el conjunto formado por todas aquellas ma- 
trices A = \a u \ cuadradas de tamaño n x ;i tales que 
las sumas de los elementos de cada una de sus filas 
y de cada una de sus columnas son, todas, iguales: 
llamaremos a este número S(A): 

\M | = a ñ + a a + - + a„ = a i} + a^ + »■ + a H¡ 

(Vi,y= i. 2, .... «) 

o) Analizar si V es un espacio vectorial (con las 

operaciones usuales) y si S: V— • Di, A»— S{A). 

es una forma lineal. 
b) Llamando J a la matriz n x /i que tiene todos 

sus elementos iguales a la unidad, pruébese 

que: 



las matrices son de tamaño 2 x 2 y si la matriz 
dada es: 



u 



l h 
I I 



(/i parámetro dado) 



se pide: 

1. Expresión general de las matrices de AL 

2. Estudiar si en Ai hay divisores de cero. 

3. Estudiar si .!( es un cuerpo. 

1131. Sea .(( el conjunto formado por las matrices reales 
de tamaño n x n que son de la forma: 



M.x,. x, vt - 



i 

Xt 





*l 

V. 





o 



-** -V i V : 



donde .v,. a ; , .... .v„ recorren R. Se pide: 

1. Expresar A(x t , x¡ i„) en función de / = Ai I . 

0, .... 0). de E~A(0, 1 0) y de las poten- 
cias de E. 

2. Comprobar que M es un espacto vectorial y 
hallar una de sus bases. 

3. Hallar la matriz inversa de A(\, 2, 3 n). 

11.32. Sea f:R*— * R 4 un endomorfismo del que se 
sabe que: 

/(I. I, 0. 0)-(0, 1.0. -I) 
/(I. 0, I. 0)-(l, I. I. 0) 



c) 



[AeV] » [3aeU,AJ = JA=aJ] 

Hállese a en función de A. 

Si A e Ves regular, compruébese que S(A) J* <> 

y que A ' e V. Hallar S(A') en función de 

S(A). 



II JO. Sea .í( el conjunto de las matrices reales cuadradas 
y que conmutan con una cierta matriz dada. Com- 
pruébese que ,(( es un anillo respecto de las ope- 
raciones usuales. Suponiendo a partir de ahora que 



Hallar la matriz asociada a/, respecto de las bases 
canónicas, en cada uno de los siguientes supuestos: 

1. Nuc(/)=lm(/i. 

2. f°f=i (identidad). 

11.33. Sean (é,, £,, é y é t ) y (ií,, w ¿1 ú,, /7 1 . /(,) las bases 
canónicas de R 4 y R*. Considérese la aplicación 
lineal /: R A — R 5 definida por: 
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/(£,) = «, +«3-113 

/(f ,) = 2w, - a 3 + ü A + 2ü s 

fie,) = w, + 2flj + « 4 + H 5 



3. Si es/: IR 4 — R' la aplicación lineal 
a la matriz A respecto a las bases car 
hallar una base B de W y otra base Ci 
R' respecto de las que la matriz 
a /sea fí. 



Se pide: 



1. Ecuaciones de /'en las bases canónicas de 

v :■;'. 

2. Ecuaciones de / en la base {e, + e ; . ? 3 « -.. 
. , ■ r. ,,. ( ? 4 ) de R 4 y la canónica 
deR*. 

3. Hallar bases de Nuc (/> y de Im (/). 

4. Hallar un subespacio V de R 4 tal que lu res- 
tricción de/a V sea invectiva y tenga la mis- 
ma imagen que/. 



11.34. Sea Vel espacio vectorial de los polinomios reales 
de grados menor o igual que 2; sean: 



11.36. Sea V el espacio vectorial de los polinomios 

de grado menor o igual que 2 y considérese 
aplicación lineal /:R'— • V en la que (para cié 
a, fie U): 

/(I. I. l) = 2p + ax , /(O. -I. l)=o.i-, 
/(O, 0, 1) 0+(o liv 

1 . Hallar a y f3 para que / no sea ¡nyectiva 

2. Hallar bases de Nuc (/I y de Im (/). en 
ción de a y 0. 

3. Hallar el subespacio imagen por la aplicad 
/. del U= («/, h, c)e Sí ! «;■<■-/> • , ■ 
según los valores de a y fi. 



¡n\i l+i-f-jr q(x)=l+2x 1 rix)=x + x 2 
ü' (2.0, I) b = (X 1,0» c = <l. -2.3) 

Considérese la aplicación lineal /: V— R' definida 
pon 

ApCr» = a JU/U))^b Mx)) = i- 

1. Hallar la matriz de /respecto de las bases ( I. 
.t. x 2 ) de V y la canónica de R\ 

2. Hallar la matriz de / respecto de las bases 
(/**). r/U>. rt.O)de V'y i«. £ < > de ■ . 

3. Hallar una base B de V, tal que respecto de 
ella y de la base canónica de W la matriz de 
/ sea la unidad 1 (compruébese pre\ ¡amenté 
que ello es posible). 

11.35. Dadas las matrices de igual tamaño: 



A = 



donde (/ es el número real para el que /\ y fí son 
equivalentes: 

1. Hallara. 

2. Hallar dos matrices regulares P y Q tales que 
B^Q l AP. 



1 5 


-1 2 




1 


(i 


1 


i 


2 1 


4 1 


B = 


1 


-1 


2 


3 


1 2 


1 a 




11 


2 


-3 


-4 



11.37. Sean /: IR 1 — W y g : R 4 — R' dos aplicaciones) 
neales tales que: 

a) h ~~ ,ií °f es la proyección sobre el sul 
(<>',. y* Ví>e HVV. = v,| paralelamente 
vector (I. -1.0). 

b) k=f»g es tal que su núcleo es Nuctf 

|(\ . »-. i„ .*,) e R 4 /j:j = 0. i, ■■-■ 
y además *(1, 0, 0, 0)=(l. I. 2." I 
*(0, 0. U0)= (I. 0, I, I). 

En las bases canónicas de R' y R\ se pide: 

1. La matriz de /i y sendas bases de InilM) 
Nuc(/i>. 

2. Matriz de k y sendas bases de Im (A) y Nucí 

3. Sabiendo que # es una aplicación sobr 
hallar el núcleo y la imagen de/ 

11.38. Sea /■ V— W una aplicación lineal de la que | 
conoce Im (A y un subespacio í/cV'dc Nuc 
Si es ^>: í/— • H' la restricción de / a (/, hall: 
Nucív^* >' 'a Iin(^). 

11.39. Sea V el espacio vectorial real de las funcií 
R en R, con las operaciones usuales. C\msic 
las aplicaciones F: R J — V y G : V— R- deft 
por: 

/'i<i. b, c) — a scir x + /> eos » * , 
íí</(.v)) = </<(>). /<-3r/2» 



EJERCICIOS Y PROBLEMAS 
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2. 



4. 



Comprobar que F y O son lineales y hallar sus 
núcleos \ sus imágenes. 

Si U<zV es el subespacio de las funciones 
constantes, hallar F '(í/)- 
Hallar bases de R 3 y de F\U y ) respecto de las 
que la matriz de F sea la canónica (de equi- 
valencia». 

Hallar la ecuación y el núcleo de la aplicación 
G*F. 



11.41). Sea if : V— V un endomorfismo del espacio vecto- 
rial V de dimensión n. Compruébese que los endo- 
morfismos /: V— V tales que <f°! = o t orinan en 
conjunto T que es un espacio vectorial; hallar la 
dimensión de éste. 

11.41. Sea/: V— W una aplicación lineal cualquiera en- 
tre espacios vectoriales de igual dimensión (finita). 
Compruébese que / se puede expresar como suma 
de dos isomorfismos. 

11.42. Sea/: V— • W una aplicación lineal entre espacios 
vectoriales de dimensión finita; sea dim V = n y 
dim W = m. Pruébese que /es invectiva si y sólo 
SÍ existe una aplicación lineal ¿> : W— • V tal que 
g°f= i (identidad en V). 

11.43. Sea /: V— W una aplicación lineal entre espacios 
vectoriales de dimensión finita; sea dim V = n y 
dim H' - m. Pruébese que / es sobreyecliva si y 
sólo si existe una aplicación lineal g\ W— V tal 
que/og - r (identidad en W). 

11.44. Sea /; V— • V un endomorfismo tal que 
i + «/+ ft/°/=<í. donde i es la identidad en Vy 
a y b son dos escalares dados. Comprobar que / 
es un aulomorfismo hallando su inverso. 

11.45. Sea /: V— V un endomorfismo en V con 
dimV — n. Compruébese que Nuc(/) = im(/) si 
\ sólo sj n es par. rang/=n/2 y /"/="- 

11.46. Sea V un espacio vectorial real de dimensión 3 y 
sea /( (<-,. ' . r,) una base de V. Se considera la 
forma lineal <p: V— *R que satisface a: 

ip{é x - e,) - 5 ; tp(é, -€¿=3 ; <p(e, + *,) = 4 

Hallar: 

a) 1.a ecuación de c en la base B. 



b) Coordenadas de <£ en la base 8*. dual de B. 

11.47. Sea B = (#,, € 2 . *s) ' a * ,ase canónica de R* y con- 
sidérense tres formas lineales ip, ty y i¡, en R\ de 
las que se sabe: 

• <pié,)=í, <pit 2 ) = a. <*(*,> = (a <=R dado). 

• <Hé, + é%> = 3. ifri, + i 2 - 2/3) - I, 

• Nuc (rj) = (Ce,, -r ; , *,> e R J /*i + *2 + **, = 01- 
Tí<e,) = 2 (fteRdado). 

1 . Hallar las ecuaciones de <p, i}i y r¡ en la base B. 

2. Hallar las coordenadas de ip, i¡/ y jj en la base 
fi", dual de 8. 

3. Hallar la relación que deben guardar a y b para 
que (^. (/*. >j) sea un sistema linealmcnte de- 
pendiente de V*. 

11.48. En el espacio vectorial IR' se considera la siguiente 
base B = (£,, ü 2 . »,)• 

«, = <!. -1,3) . fí : = (0, 1,-1) . ti 3 = <0. 3. -2) 

Hallar la base dual B* = (?,, *p 2 . ff) de la base B. 

11.49. Sea Vel espacio vectorial de los polinomios reales 
de grado menor o igual que 1. Sean tp, : V— • R y 
tp 2 : V— R las formas lineales: 



<f> t <pU» 



= p{x)dx ; ip 2 



(/>U» = ¡Hx)dx 



Comprobar que (tp,. >p 2 ) es una base del espacio 
V*, dual de V, y hallar la base (p,(.r). p 2 (x)) de V 
que tiene a (y?,, <p 2 ) por dual. 

11.50. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y 
sea /: V— • K una forma lineal. Compruébese que 
el subespacio U = Nuc (/) es máximal de V, o sea. 
es suplementario de un subespacio unidimensional 
de V. 

11.51. Sea V un espacio vectorial, sobre un cuerpo K. y 
sea U un subespacio máximal de V. esto es. U es 
suplementario de un subespacio unidimensional de 
V. Pruébese que existe una forma lineal /: V—-K 
cuyo núcleo es U. 
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1.1. Indicación: si Ij¡,, 0,, ..., ii„) es una base de V, y (f,. 

r r m ) es una base de V,. compruébese que los 

siguientes vectores forman una base de V, x V : 

(*,. 5), (ü 7 . d), .... <«„, o), (o, »,), («, ¿y, .... (o, üj 

II.2. 'É(K, R) es subespacio de S(R. R). La función 
sen.v no es combinación lineal de I, x, x 2 , .... x" 
pues aquélla se anula para infinitos valores de x. 

113. x,=a-b-c + (L x,= -a + b + c, 
x i = a — í\ x¡ = C. 

II.4. ü = 8. 6 = 9; (p,(x), p,ix)) es base. />,(*) = 
= 5p,(x) - 2p 2 (x). 

US. « = 3. 

11.6. L;i dimensión es 3; una base es la H-(M V M,. 
Ais); M a - 2JW,. M a = -W, + 2M V 

11.7. La relación a + b sen x + c eos i ! í/ sen 2* + 
+ e eos 2jt = para iodo x eK sólo tiene la solu- 
ción a = b = c~d = e = i) (tómense para x los va- 
lores 0. ir/2, jt. 3ir/2. ít/4. por ejemplo). 
B = (f,(x). f 2 (x), f 3 (x)y. Al añadir a li las funciones 
sen 2x y eos 2x se obtiene una base de V< V>. 



1 1.8. 



-ti ir —a 

I 2i> 3« 2 

I -3a 

Ü I 



(-I)V 



la" ' 



<-.r 2 K 



-(-.rLK 



o o o 



Nótese que esta matriz es regular para todo a c R. 

1 1.9. Recurrir a la base usual. Los dos sistemas son 
equivalentes y engendran el mismo espacio: una 
base de éste es la B = (£,. E 2 , £,). donde: 



£i = 



i -i 
o ti 



-[: l] «-G ;l 



11.10. 

11.11. 

11.12. 



11.13. 



11.14. 



LI sistema /* es base si y sólo m pi.x) es de grado a. 

Indicación X A,(AC,) -AOLAC,). Recurrir al con- j 
trarrecíproco. Si A es regular, de ser ^ A ( MQ = 0¡] 
sería £AC, = A ' = 0. 

Recurrir al método de inducción. La relación 
2A/¿x) = 0((= 1.2 n). si se la divide por /<9 

y, luego, se deriva conduce a la correspondiente 
relación para n I funciones. 

Sean V = V(S> y V = W). 1-os vectores r?, +J 
pertenecen a í/ + í/'. luego: 

rang di, + íi,') e dim (í ' * í " » ■-- 
-= dim U l dim í/' - rang .V t rang S' 

Para el caso de las matrices, recurrir a sus vectora 
columna (o fila) y aplicar el resultado anterior. 

ti) Téngase en cuenta que VcV+W y que 
WcV + W\ b) téngase en cucnla que Vi)VnH'y 
que H'sl'nW. Contraejemplo: en W tomar: 



(/={(/,/)// 



V= \{x. 0)/*eR| 



11.15. 



11.16. 



11.17. 



W=|(0,v)vcR! 

La dimensión de í/ + V es 3 y una base suya es li 
(p,(x). Pí(x), (f,(x)}. La dimensión de U O Ves I y 
una base suya es la (2 + x + Ax 1 - Sx 3 + 4,vY 

Indicación: supóngase que existe x * ú en la inter- 
sección del enunciado; se puede poner i i • 
+ ■•■ + x¡_ , + x¡. | + — + x . Toda suma ^ ii. *e 
puede entonces poner también en la forma: 

(ií, + x t ) + - + («,-, + X* ,) + (ü, - x) - 

+ <fl f+ ,+^,) + - + W i , v> 

U t nU 2 = O. Cualquier (y „ y. y„) e R 4 se pJ 

de poner: 

(v,. v. y„) = (x,. x,. .... xj + (/, í /) 

con 

(i -1.2 ;r). 



SOLUCIONES 
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11.18. U,r\U 2 = O. Para cualquier ip e= V se puede poner: 

tp(x) = (a + bx) +f{x) 
donde: 

/(.v) = <pU) " (o + ¿*) es lal que /( 1 > =/( - 1) = 0. 

11.19. u) Es independíenle: la relación £A/(.v>' = im- 
plica 2A ) /(.t p )' = para los n punios x p del enun- 
ciado; este sistema sólo nene la solución nula (su 
determinante es de Wandermonde). 

b) V=Í/,®ÍA pues U i C\U 2 = y todo 
if(x) c V se puede poner <fix) =f(x) + h con 



<p(x)<Ix y f(x) = <p(x)-h 
o 



es tal que 



J\x)dx=0 



lüfl. Recurrir a que una Mima es directa si y sólo si 
6 + Ú + •" + ñ es la Tínica manera de descomponer 
ó en suma de vectores de los subespacios suman- 
dos. 

021. \H = BA => (AB)' = ffA' = BA = AB => 
=> AB simétrica 
AB simétrica => AB = (AB)' => AB = «A BA 

11-22- Sean/: W-+ R" y g : R" — R* 1 aplicaciones lineales 
asociadas a A y fl. 

rang Mfl> - dim /(*<R"» . rang A = dim /(IR^) 
rang B ■ dim ¿(R") 

gtR-JcR"^ L° ; /(¿■(R^c^R'')^.' 

I 1L23. A + /V = ¿(/ + yr'N); (A+AT'-ÍZ+j* 'W; 

lómese M=A'N; (A + ty-'=A '-A^NA ' 

1 11.24. $v, / <=M; A, B eM. ** AB- 1 eM 



A~' = 



I - 1¡ ac - fc 
I -c 

I 



IU5. o) v, - a-, + 2a% + 3a-, 4- a: 4 , >\ = x t + x 2 + av 
y í =-4x,-2y 2 + 2x i 



b) (I, -2, I, 0) y (I, -I, 0, I) forman base de 
Nuc (/) 
(I. 0. 2) y (0. I, -6) forman base de Im (/). 

11.26. Si existiese a* ó en Nuc (/) y en Im (/). tómese 
una base de Im (/) que incluya a a y hállese una 
base de Im lf°f). 



11.27. a) D = 



I 01 

p i oj 



í») í, = (l, 0. 0). * 2 -(I, -1/2. 0), 2 3 = 

(5.-4, I) 

«, = <!, 3), fl,=(0, I) 
c) g°fno puede ser la identidad y f°g sí lo puede 

ser. Tómese para ,e :R Z — *R\ por ejemplo, la 

aplicación que en las bases iü > y {i\ tiene por 

matriz a la traspuesta de O. 

11.28. a) h" =(í„ c 2 , -e % ). 
b) B"={-é i ,é,.c,). 

11.29. «( Ves subespacio de Jl^ 5* es forma lineal ya 
que S(ÁA + ¿t/í) - ASM) + /¿S(B). />) « = SM). V) 
Hl rango de A no se altera al sumar a una de mis 
tilas todas las demás; en AA ' = / y A 'A = I mul- 
tiplicar por J y recurrir a la propiedad anterior; 
S = M"')=I:5M). 



l Un. 



a -hfi 
_B 

2. Si h > 0. no hay: sí h s- : (). los divisores de cero 

se obtienen para «i = * Byf—h. 

3. Es cuerpo si h *s 0. 

1131. I. A(x¡, x 2 , x t x„)~x,l + xJ-: t x 3 fi* + - + 

I xJe" '. 

2. .11 tiene dimensión /r; una de sus bases está 

formada por A{\. 0. ....()). ¿(0. 1 0) 

AU), I). 

3. /VI. 2. U0.~-, 0). 



11.32. 


1. 


" 1 


-1 


u 


-1 






2 


-1 


-1 


-1 






1 


-1 





-1 






_-l 


(i 


1 







2. 


r ° 





1 


- 1 






2 


-l 


-1 


-2 









II 


1 









-1 





1 
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10 0-1 

1 o 

-10! I 



11.33. I. >•,=*, +x 3 t i, 

y 2 = 2x 2 + 2x í + 4.x t 

y 4 = .v. - .v,-2x 4 

y¡ = —x t -+2x 2 + x s + 3-c 4 

2. y, =*¡ -xj4-3*; 

2vi + (x\\ -2x't 
y y =-x' 2 +x' i 
y A = x\ + 3j:j - .ti 
y 3 =*¡+*i + 3*S-2x$ 



3. 



4. 



11.34. I 



(-1. -I. I. 0) y (-1. -2. O. I) forman base 

de Nuc (/) 

(I, 0. 1. 0. -1) y (1. 2. 0, I, I) forman base 

de lm </) 

V=((«, 0. O.OigR 1 u ,íeR) 



I I 
-3 1 2 
L-2 2 1. 



:. 



'1 











i 





(1 





1 



'3 1 4 , 

3. En V la nueva base I — + - x + - .r 
i/ 7 7 



_2_3 
3 1 X 



2,15 I , 



11.35. 1. a=\ 



P-- 



1 


- 1 


2 


-6 








1 2 





(1 








1 


(1 


-1 





4 



11.37. 



1 2 








2 


-2 


1 2 


1 


1 


n 



G = 



3. /*: (I. 0. 0. 0). (2,0, 0, -I), (-2, I 2.tt( 
I '«. 0, I, 4) 

C: (I 2.2. 1), (0. -2. -1). )0. I 2.0) 

I1.3Ó. I. « = 2o/? = 

2. Si a * 2 y * 0, lm (/) = V y Nuc 
Si a = 2 y * 0, 

lm (/) = T<2v + £**./? + .t). 
Nuc (/)= Vil. I. -I) 
Si = 0. Im (/) - TU). 

Nuc(/) = V«1, 2,0), (0, «- I. Di 

3. Si a * 2, /(5) = T(.v); si a - 2, /(.?> - 0. 



I 1 -1 
O 1 
I 

Nuc (/i»=Y(l. -1,0) 

lm (/í) = r((0. I. I). (I. 0, 0)( 



:. 



1 1 1 


-r 


1 1 


-i 


2 2 1 


-2 


1 1 1 


-1 



Nuc u> -no. -i. o. o», (i. n. o. i» 

lm (Jt)-Y((l, I, 2. I). (I, 0. I, Id 

3. lm (/> = lm ik). Nuc (/> = Nuc (A> 

11.38. Nuc t<fi = O. lm i<p) = lm (/) 

11.39. I. Nuc (F)= Ha. a. -a) e R* a e R|. 

lm </•) - {r* i /¿ sen- ( ... e Ü\ 
Nuc (C)= (/e V^0)=/(-7T 2) = OJ. 
lm (G)-R 2 

2. F ')//)-= |(ü. a.c) eR%. re R) 

3. En R J : (I. 0. 0). (1, I. <)> y (-1, -I, \\ 
En F(R'); sen 2 x, I 



,JXNlí> 
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4. {G"F)(a. b, c) = {b + c, -<f + <), 
Nuc <G«F> = [{a, -a, a) e R'/a e R) 

Ltt. Nótese que/eV « Im (/)cNuc (<p>- El espacio 
I es ¡somorfo al if(V, Nuc (*p)), luego liene di- 
mensión n - ti, donde d es la dimensión de Nuc (^). 

'OJI. lómense bases en las que la matriz de / es la 
canónica (de equivalencia) C,. Póngase C r =2¡ + 
+ (C, - 2/), donde / es la unidad n x n; 2/ y 
C, — 2/ son regulares. 

141 Tómense en V y W bases en las que la matriz 
dc/es la canónica (de equivalencia) C r ;/ invec- 
tiva si y sólo si r=n. Si r=n, g puede ser el 
homomorfismo de matriz C¡. Si g*f= i, la matriz 
de / no puede tener una columna nula, luego 
r~ n. 

M3. (orno en el ejercicio anterior, recurramos a C: / 
es sobreyectiva si y sólo si r = n. Si r = m. g puede 
ser el homomorfismo de matriz C',. Si f°g = i, la 
matriz de / no puede tener una fila nula, luego 
r-m. 

H44. Buscando /""' de la forma ai + fif, se obtiene 
I r=~ a -bf. 



11.45. Recuérdese que dim Nuc (/) + dtm Im (/) = n y 
qiscf°f=o equivale a Im (/)cNuc (/). 

11.46. íj) tp(x,y. z) = 6x + y-2z 

b) Coordenadas de <p = (ó, 1, -2) 

11.47. I . <p{x, , x 2 , x 3 ) = x, +■ ax 2 

(M.t,. x 2 . x l ) = 3x 2 +x J 

r/iXf, x 2 , x y ) = Zx, + 2x 2 + 2bx % 

2. tp:(l, a, 0), tf>:(0, 3, I). r¡:{2. 2. 2b) 

3. a i 36 = 1 

11.48. <Pj(My)= 1, si j=y; ^(¿¡¿ = 0, si í */ 

(Pi(.x. y. s) = -t . ^p,(x. y, z) = Ix - 1y - 3z 
<p y (x, y, z) = -2x + >• t z 

11.49. /),(*> = 2 - 2j\ />,<*) = -(1/2) + r. 

11.50. Como f*- o, existe i\, (= V tal que /(í () ) / 0; se ve- 
rifica que T(r (l ) © U = V. 

11.51. Se sabe que existe ¿" e V tal que V(P )«í/= V; 

para cada i e V. existen unos únicos A 6 K y ü e V 
tales que x = Á0 O + ti. Tómese j\x) = A. 
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Ejercicios y problemas a la parte III 



ENUNCIADOS 



1II.I. Sca/:V'xl'— 3 una lumia b¡ lineal, en un espa- 
cio vectorial real V. Compruébese que / es alter- 
nada si, y sólo si, /es antisimcirica. sabiendo que: 

• /se dice alternada si/(f, x) - para todo x e V. 

• / se dice anlisiméirica si /(.v. y) = — /(y, .?) para 
cualesquiera x. y e V. 

HI.2. Sea/: Vx V— • A" una forma bi lineal, en el espacio 
vectorial V de dimensión n soba* el cuerpo K. Sea 
A = [a„\ la matriz de / en una base (<',, S 2 , .... ¿„) 
de V. Determinar las transformaciones que se pro- 
ducen en la matriz A cuando en la base dada se 
reali/an las siguientes manipulaciones: 

1. Multiplicar e x por AíO. 

2. Permutar entre sí los vectores e, y <*,. 

3. Sumar a c, el vector Aé>. 

III.3. Sea/: Vx V— K una forma bilineal. en el espacio 
vectorial V sobre un cuerpo A". Sea Ce V un con- 
junto cualquiera de \ectores y considérense los 
nuevos conjuntos C, y C ; siguientes: 

C, = {« e VffiJt, Ü) = 0, V.í e C\ 



C-- \ü e V/i». u - 0. VA ■ ( ¡ 

1. Pruébese que C, y C son subespacios de V. 

2. Si />c Ves tal que CcD. hallar las relaciones 
de inclusión que hav entre C, y D¡ y entre C- 
yD 2 . 

3. Hallar C, y C- si C = O. 

III.4. Sea V un espacio vectorial de dimensión finita 
sobre un cuerpo K > sea/:VxV— *K una forma 
bibneal simétrica ordinaria (no degenerada). Dada 
una aplicación lineal <p:V— • V. pruébese que 
existe una aplicación lineal <p*:V—V tal que 
f(tp(x). y) =ftx. e»*(y)) para cualesquiera X, } E V, 
Si i//: V— V es otro endomorfismo. hallar (en 
función de tp* y de <//"): 



111.5. Sea tú: V— K una forma cuadrática, en un espa- 
cio vectorial V sobre el cuerpo K. Si /es la forma 
polar de «i, compruébese que para cualesquiera 
vectores ñ. fe V se verifica que: 

4fl«. i') = to(iÍ + f ) — íiHií — f) 
2[«(fl) + «KOI - ■»<» • r) - a*A (l 

111.6. Sea V el espacio vectorial de las funciones conti- 
nuas de fí en R y considérese la aplicación 
tú : V—* R. dada por: 



111.7. 



III. s. 



i ii. y. 



■í 



(a. k :-. dados). Se pide: 



I. 



2. 



3. 



Comprobar que io es una forma cuadrática, 
hallando su forma polar. 
Si V fuese el espacio vectorial de los polino- 
mios de grado menor o igual que dos. hallar 
la matriz A de to en la base ( I. x, x 2 ). 
En el supuesto del apartado anterior > si 

h = tJ3 y h- I, hallar el núcleo de to y dia- 
üonalizarla. 



{<p*if>)* [A*p + tiiji) 



{•p 



*»* 



Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K: sea 
tp\ V— » Vuna aplicación lineal; sea w\ V— • K una 
forma cuadrática. Comprobar que io° <p es una for- 
ma cuadrática. Si V tiene dimensión finita, hállese 
la matriz de to' <f. respecto de una cierta base de 
V. en función de las matrices M y A de >p y tú. 
en dicha base. ¿Qué hav que exigil a tp y tú para 
que wp sea regular' 

Sea to: V—* K una forma cuadrática, en un espa- 
cio vectorial V sobre el cuerpo K. Sea (7 e V un 
vector que no pertenece al núcleo de to. De* 

muéstrese que existe algún vector i - \ tal que el 

subespacio <im. conjugado de ú, es suplementa- 
rio del T"(f). engendrado por f. 

Sea tú.V— >K una forma cuadrática, en un espa- 
cio vectorial V sobre el cuerpo K: sea DcV un 
conjunto cualquiera de vectores. Pruébese que el 
conjunto D*, que forman los vectores que son 
conjugados de todos los vectores de /». es un 
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subespacio vectorial (que se llama subespacio 
conjugado de D). 

111.10. Sea <o:K"—'f< una forma cuadrática no nula. 
Compruébese que w(.v,, .v : , .... xj se puede expre- 
sar como produelo de dos expresiones lineales si. 
y sólo si. su matriz (en base canónica) liene rango 
unidad. 

111.11. Sea V el espacio vectorial real de las matrices 
cuadradas de tamaño n x n. Considérese la aplica- 
ción f:Vx V~* U siguiente: 

(M. fii)~f{M, N) = traza (M/V) - 

— (traza M) (traza N) 

1. Probar que /es una forma bilineal simétrica. 

2. Para n = 2, hallar la forma cuadrática 
w : V— * R asociada a /. determinando la ex- 
presión de íiáM) para 



111.12. 



V 



M 



Para n = 2, hallar la matriz A asociada a w en 
la base cuyos elementos son: 



1 




1 




















1 


1 


y 


1 



4. Para n = 2, hallar el subespacio de V formado 
por las matrices conjugadas, respecto de to. 
de lodas las matrices ant i simétricas de V. 

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios rea- 
les />u( = o + ti,x + ^x 2 de grado menor o igual 
que dos y considérese la aplicación to : V— • ÍÜ, 
iü(p(x)) = p(a)p(fi)* donde a, ¡i e 03 son dados. 
Se pide: 



1 . Probar que to es una forma cuadrática, hallan- 
do su forma polar. 

2. Hallar la matriza A en la base (I, x, x~) de V, 

3. Relación entre a y ¡i para que I y x sean 
conjugados respecto de to, 

4. Bn el supuesto del apartado anterior, hallar el 
núcleo de to y diagonal izarla. 

111.13. Sea o»: V— C una forma cuadrática, en el espacio 
vectorial complejo V de dimensión finita. Prué- 
bese que existe alguna base de V en la que la 
matriz D = [d,A de <o es diagonal y liene 



111.14. De una forma cuadrática to: R'— * R se subc<jn 

• Los vectores (0, 1 , 0) y (0, 1 . - I ) son con 
gados respecto de to. 

" (— 1, 0. I) es un vector del núcleo de w 

• «(1, 0. 0)= I. 

• La tra/a de la matriz A de <■> en la base canona 
vale 0. 

1. Hallar la matriz A. 

2. Hallar la expresión canónica de to obtenía 
do. también, la base en la que se coffiigd 

111.15. Se considera la forma cuadrática w:R'— Rqtt 
tiene por expresión (en la base canónica) a: 

toix. y, z) = ax 2 4- (a + 3>y ; + (a + 2t; : - 
+ 2(«4- L)xy+2x2 + 4yz 



I. 



2. 
3. 



4. 



Diagonulizar (o, determinando la base di b 

d ¡agonal i zac ion que se obtenga, para los di 

tintos valores de a e U, 

Hallar el núcleo de to, en función de a. 1 

Para a = — 1 . comprobar que los vec 

autoconjugados respecto de oj forman des 

bespacios vectoriales de R J . 

Para a = - 1 , expresar to en una base 

Diada por vectores autoconjugados na 

de to. 



111.16. Sea tp : W x U* — U la forma bilineal que. 
to de la hase canónica, tiene asociada la 



"1 2 -2 -3' 

1 2-2 

2 12 

.3 2 a 



<aeñ dado! 



2. 
3. 

■I. 



Compruébese, hallando su matriz A (sil 

ca), que <o:U*— *IR, w(í) = tp{x . x) «| 

forma cuadrática. 

Hallar el núcleo de to, en función de a. 

Diagonalizar to, obteniendo la base de la d^ 

gonalización que se de. 

Para « = 4, hallar una base de W en lai 

la matriz de o> tiene nulos todos luselí 

de su diagonal; hallar también la expreáá 

to{x) en esta base. 



</,= 



si 



0, si i > r 



(r = rang <o) 



111.17. Se dice que una forma cuadrática real w:B 
(donde V es un espacio vectorial real cualquu 
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es definida si para iodo vector x * ó de V es 
toije) *■ 0. Demuestren que si w es definida, en- 
tonces ííí es definida positiva o es definida riega- 
liva. 

Sea M una matriz cuadrada regular. Pruébese que 
SVM es una matriz simétrica definida positiva. 



10.19. Sea A una matriz cuadrada íiXíj. Hallar una con- 
dición necesaria y suficiente para que A se pueda 
poner en la forma A = MM ! para cierta matriz 
regular M. 

IL20, Sea at:B5*-»($ la forma cuadrática no nula que. 

en base canónica tiene la expresión: 

>i 

«C*u x 2 x„) = X q¡x& 

u- 1 

con íí M #0 (íi (/ = « i( ). Hallar un cambio de coor- 
denadas U,. -t. xj—*(yn >'> >'■> <*e 

manera que 

«H.vv v ; . .... y„) - ffíirí + «i(ft - v "> 

con a>, cuadrática. Si fuese a,, =0, dése un cam- 
bio de coordenadas de modo que el nuevo ele- 
mento de luear 1 1 no sea nulo. 



i.:i. 



Sea a>: V—* M una forma cuadrática, en el espacio 
vectorial real V, y sea / la forma polar de <o. 
Demuéstrese que si u> es definida positiva, enton- 
ces para cualesquiera », e V si verifica que: 

/(». Pf « «<«>*>( f> 

(desigualdad de Schwarz). 



1L22. Sea V el espacio vectorial de las matrices cuadra- 
das de tamaño 2x2 y considérese en él la base 
usual, esto es. la formada por: 



I 0| [O I "I T0 

o oj |o oj ' [l 



o 

1 



Compruébese que. para cualquiera que sea c e I 
la aplicación /: Vx V— U dado por: 

/(M. N) = c (traza MN) - (traza M)(iraza N) 

es bilincal simétrica y: 

I. Hallar la matriz A de /en la base dada. 



2. Diagonalizar <o, según los valores de c, obte- 
niendo la base en la que <u adopte la forma 
diagonal que se obtenga. 

3. F.studiar, en función de c, si u> es definida o 
se mide fin ida. 



111.23. Sea w: 



la forma cuadrática que. en la 



base canónica, tiene por expresión a: 

«<*,, *;, *j, -tj) = Ivy + ax\ +■ 2x\ + ax\ + 

Se pide, en función del valor que tome el pa- 
rámetro oeR: 

1. Diagonalizar to. 

2. El rango y la signatura de <a. 

3. Estudiar si o> es definida o semidefínida. 

111.24. Determínense los valores a e R para los que 

».v. v. z) • <.v\ y', z') = (2x-y + z)(2x' - y' + z r ) + 
+ a(xx' + yy' + zz') 

define un producto escalar en R\ Para cr— 1, 
hallar una base ortononnal de W (respecto del 
anterior producto escalar). 

111.25. Hallar la relación que han de verificar los Qu- 
ineros reales a y p para que 

x ■ y = 2 a 'x, y, + 2*&,y 2 + x 2 y,) + 2*\,y, 
donde 

.f = (jr,. .v.) c y = (y,. y.) 

determine un producto escalar en U 2 . Para a = 1 
y {$ = 2. hallar la matriz métrica G de este pro- 
ducto escalar en la base (ü. iT) con fí = (l, I) y 
= 0,-1). 

111.26. Sea V el espacio vectorial de las funciones reales 
definidas y continuas en el intervalo |0. i|: en 
V se considera el producto escalar definido me- 
diante 



(/!*) = 



f(x)s(x)dx 



1. Hallar el valor de {f\g) si /y # son las fun- 
ciones dadas por: 

/(*) = fl n + a t x + - + a„x" 

y 

g(x) = b + b ¡X +- + b m x" 
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2. Hallar un subespacio de dimensión ti e H de 
V que sea onogonal a la función /, <= V defi- 
nida \->orf„(x)=.x". 

II 1.27. Sea V un espacio vectorial real de dimensión 

n e (^ y sea (ti,, ü 2 lij una base cualquiera de 

V. Hallar, en esta base, la matriz métrica G del 
produelo escalar con el que la nueva base (e¡, e 2 , 
.... e„) es orlunormal, siendo 

e, = Q¡, é 2 = tí, + tí 2 . £ 3 = tí, + tí 2 + tí,, .... e„ = 
= (i, + ü 2 + — + ü,, 

II 1.28. En un espacio vectorial V y respecto de una cierta 
base suya (tí,, tí-, tí,>, se define un producto esca- 
lar mediante 

* ■ 9 = X,y, + <*x 2 y 2 + 2xjy 3 + x,y a + .v,y, - 
- x t y 3 - x¡y, - x 2 y 3 - x,y, 

X = X,Ü, + XM-, + X,fl, . í = >,«! + V 2 IÍ 2 + ^jHj 



111.29. 



»í**2 



•í"f 



donde a 
Se pide: 



es el menor número natural posible. 



1. Hallara. 

2. Hallar un vector 3 e V que forme ángulos 
iguales con los vectores de la base dada. 

3. Hallar una base ortonormal (e,, e 2 , £») con la 
misma orientación que la base dada y tal que: 

• r, tenga la dirección de a y sus coordenadas 
sean positivas. 

• é 2 tenga iguales sus segunda y tercera coor- 
denadas. 

• Í 3 tenga su primera coordenada positiva. 

Sea Vel espacio vectorial de los polinomios rea- 
les con una indeterminada, x. de grado menor o 
igual que dos. en el que se considera la base usual 
(1.x, x 2 ). Considérese la aplicación/: V X V— R. 

f[pix),q(x)] = 
\ap(x)q(x) + bp-{x)ii(x) + cí< f '(x)p(x)) dx 

donde p'(x) denota al polinomio derivado de p(x) 
y a. />, c e 08 son fijos. Se ptdc: 

1. Comprobar que/es una forma bilineal. de- 
terminando su matriz G en la base usual. 

2. Hallar las relaciones entre a. b y c para que 
p(x)*q(x)- f\pixi,íf(x)\ sea un producto es- 
calar. 



3. Para íf = 2y& = c=1/3. hallar el sut 
V ortogonal al polinomio x, hallar unj 
ortogonal de V y hallar la proyección or 
nal sobre U del polinomio x 2 . 

111.30. Bn un espacio vectorial real Vde dimcriMÓnlj 
considera una cierta base (<*,. <\. e,). 
matriz métrica G de un producto escalar defia 
en V del que se sabe que: 

• lk,|| = V2" y |k 2 || = V3. 

• V = {x,e, + x 2 e 2 + xg % e V/x, + .<- ■ , ■ i 
onogonal a V(e,). 

• La proyección onogonal de é, + c¡ + f,Mb«| 
es 3¿\. 

(Póngase la solución en función de cuantosj 
rámelros se precise.) 

111. 31. En el espacio vectorial cuclídeo canónico R 
/: IR' 1 —» R' la transformación resultante de apis 
sucesivamente, la rotación de ángulo a alr 
de 1(0. 0, l), la simetría onogonal respeqj 
T((I. 0. (I). (0. I, I)) y la homotecia de 
k h U. Se pide: 

1. Matriz A de /en la base canónica. 

2. Los vectores que son proporcionales j 
transformados. 

111.32. Sea V un espacio vectorial cuclídeo tridirwn» 
nal y sea (é,, é 2 , g 3 ) una base de la que se 
que: 

e,é, = l. e 2 é,= i, S 3 -é y = 2, f,-¿9 

a = 2e 2 - é, es ortogonal a e, y a í t . 

1 . Hallar la matriz métrica G del produelo i 
lar en la base dada. 

2. Calcular una base ortonormal (fi,, íJ 
de V. 

3. Si/: V— V es la transformación definida] 

3/í« 1 ) = 2fl l -2» 2 + «j 

3/ítíO = tf«, + tí, 2fl3 
3/ÍHj) - híi. • ,■«, - 2i¡, 

calendar los números reales «, h y ( sato 
que /es ortogonal. Hallar el ángulo que) 
man los vectores /(r,) y f{e 7 ) y la mnlri§ 
en/en la base <«•,. £ 2 , e¡). 
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.33. Sea V un espacio vectorial euclfdeo y sean U, y 
U 2 subespacios suplementarios de V. En U, hay 
definido un produelo escalar (*>; en U 2 hay defi- 
nido otro producto escalar (°). Pruébese que existe 
un único producto escalar en V cuyas restricciones 
a U, y U¡ son los anteriores productos (* y *) y 
que convierte a U, y U 2 en subespacios ortogo- 
nales. 

L34. En el espacio vectorial euelídeo canónico IR\ se 
considera el subespacio U que forman los (x,, x 2 , 
x 3 , .i",, \ s ) que verifican a: 

[x, — x, + x i —x s = 

x, + x, -x i — 4x 4 —x s = 

JZx, - 3x> + x 3 - 2x 4 = 

Hallar una base ortonormal de U y otra del subes- 
pacio 6''. suplementario ortogonal de V. Hallar 
también las proyecciones ortogonales de a = 
-(1,0,0, 0. 0) sobre U y sobre (/'. 

D1J5. En el espacio vectorial euelídeo canónico W. se 
considera el subespacio 

U = | {X„ X 2 , X 3 , X 4 ) £ R 4 /*, +X 4 = X 2 + X, } 

1. Hallar una base ortogonal de U. 

2. De entre lodos los vectores unitarios a que 
forman ángulo de 60° con (I, 0, 0, 0) y con 
(0. I. 0. 0), hallar aquellos cuya proyección 
sobre V tiene la menor norma posible. 

111.36. Sea V un espacio vectorial euelídeo. en el que se 
consideran «los subespacios cualesquiera í/, y U,, 
Se pide hallar las relaciones de inclusión que exis- 
ten entre los siguientes subespacios: 



/ U) = «<■• fM) = a, sen x, f 2 (x) ■ íí, eos x 

/,(x) = a, sen 2v,/ 4 (x) = a t eos Ix 

/?-- itt) = "> i sen HX./J& = a 2n eos nx, (a p * 0) 

1. Comprobar que el sistema que forman estas 
funciones es ortogonal y hallar los coeficien- 
tes a p para que sea ortonormal. 

2. Hallar la proyección ortogonal sobre el subes- 
pacio que engendran dichas funciones de ca- 
da una de las dos funciones: 

tp(x) = x y (Kx) v 

111.38. Sea /: V— VV una aplicación entre los espacios 
vectoriales euelídeos V y IV. Compruébese que si 
/ conserva el producto escalar, entonces / es li- 
neal. 

111.39. Sea f: V— W una aplicación entre los espacios 
vectoriales euelídeos V y W. Compruébese que si 
/es lineal y conserva las normas, entonces / con- 
serva el producto escalar. 

111.40. En el espacio vectorial V de las funciones conti- 
nuas de | -I, 1 1 en R considérense los dos pro 
duelos escalares: 



I. </!*) = f<X)gtXHlx. 



2- (/,«>- x%xmx)dx. 



Sea F: V— • V la aplicación lineal definida por 
F(f)ix) = xf{x) para x t~ |0, 1 1. Se pide: 



1. (í/. + üj)' y U.ni 

2. (í/.níA) y U\ I Ut 

3. (t/,rt¿/ ; )' y U,' + U¡ si V tiene dimensión 
finita. 

IIU7. Sea V el espacio vectorial de las funciones reales 
definidas y continuas en el intervalo |Ü, 2arJ, en 
el que se considera el producto escalar 



(/!«)= f(x)g{x)dx 



Considérense las siguientes funciones/, e V (para 
p = 0, 1 2íí): 



1. Comprobar que (,) es efectivamente un pro- 
ducto escalar. 

2. Analizar 5Í I es una aplicación ortogonal del 
espacio euelídeo (V. <, )) en el (V. (|)). 

3. Analizar si /es una aplicación biyecliva. 

111.41. Sea V el espacio vectorial euelídeo canónico R J ; 
sea (£,, ip c,i la base canónica de P,\ Sea W el 
espacio vectorial de las matrices reales de tamaño 
3 x 3. en el que se considera el produelo escalar: 

{A, B) = 1 traza {AB') 

I. Analizar si existe alguna aplicación ortogonal 
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f:V—W tal que f(e l ) = M i . f{e 2 ) = M 2 y 
ftv,) = M-. siendo 



M,= 



■ _. -_ 



1 




i o 


A/.- 














i 











-1 





II 



considera el cndomorlisimt /: 

pecio de la base canónica, liene por matriz; 



A 



-tAfi 2/yJé' 
\/y¡3 l/V^ I v'6 

Li & i/ja wfi. 



1 








1 





-1 



u 



2. Obtener la expresión de/U, \. z). 

111.42. En el espacio vectorial euclídeo canónico U", se 
considera un subespacio V; sea í/* 1 el suplemen- 
tario ortogonal de U. 

1. Si/:R* — - es una transformación ortogo- 
nal, analizar si/tf i es el suplementario or- 
togonal de/(í > 

2. Si /, : U— Uyf.-.U' — U 1 son dos transfor- 
maciones ortogonales, comprobar que existe 
una y sólo una transformación ortogonal 
f- : r-."— -■ t;i | qu,. „| S restricciones ;i I ya 

' son/, y/ ? , respectivamente. 

111.43. Sea \ . un espacio vectorial cuclideo de dimensión 
2 y sean «,. «.. <¡, e V, tales que cada dos son 
independientes y 0, I u- - d, = á. Se considera 
un endomorñsmo/: V-— V 2 tal que ||/<d.)|| = ||d,|| 
para f" I, 2, 3. Pruébese que: 

1- r(At-M) = </,./, para/- l,2.3y/ = 1.2.3. 
2. /es una transformación ortogonal. 

111.44. Sea/: R s — R 3 el giro de 60° alrededor de la recta 
generada por el vector « = (l. I, I). Hallar: 

). M) y /(*3>. siendo (e,. *,. i 3 ) la base 
canónica de R*. 

2. La matriz 4 de /en la base canónica, com- 
probando que es ortogonal directa. 

3. La matriz li de/ en cualquier base ortonormal 
(fl|, íí.. ií.) en la que «, tenga la dirección y 
el sentido de ü = 1 1. 1. 1). 

4. El ángulo tí que debe formar un vector ' con 
el vector w = (l. I, I) para que r y fií) for- 
men un ángulo a dado, ¿cómo debe de ser a 
para que exista solución? 

111.45. lin el espacio vectorial euclídeo canónico R\ se 



1. Comprobar que /es una transformación i 
gonal, analizando si es directa o inversa. 

2. Hallar los vectores íi e R~ tales 
/<«>=±ii. 

3. Comprobar que /es producto de una 
por una simetría respecto del plano 
al eje de la rotación: hallar la simetría; 
rotación, 

111.46. Sabiendo que la siguiente matriz es orle 
que a y x son positivos, completar dicha 



12 1,6 a x 

12 Id /) y 

12 12 0; 

1/2 -5/6 / 



111.47. Sea/: V,— • V, una transformación ortogoni] 
el espacio vectorial euclídeo V,, de dii 
Si la ecuación /W) a ü no se verifica parai 
ü 6 V,. pruébese que entonces / no es muí 
eión. pero sí lo es/" - /"/. Describir/* en 
de/. Analizar si. para algún n e N. la transí 
eión/" =/' /° — "/ puede ser la identidad. 



111.48. Si ;*, i y u son vectores de un espacio 
euclídeo de dimensión 3 orientado, demost 
se verifica la siguiente relación (doble pr 
vectorial): 

íl Alt A tí) = 07 • Wif - 0" - H')Ü 

lll.4*í. Si i*, r y ir son tres vectores de un espacM 
tonal euclídeo de dimensión 3 orientado, 
trarque se verifica la siguiente relación (i 
de Jacobi): 

/( A<( A») + lAlnAiíl - irAi., 

111.50. Si ¡i, f y ii son lies vectores de un espacio 
tonal euclídeo de dimensión 3 orientado, 
bar que para el producto mixto |». f, 
fica que: 



EJERCICIOS Y PROBLEMAS 



319 



Hñ|| j 


/ * 


M' - fí 


ií ■ V 


\w 


«' - V 


ü ■ «' 


V • W 


IM| J 



H. ü, H'l — 



111.51. Sean i7 y t" dos vectores del espacio vectorial 
euclfdeo de dimensión 3 orientado V,. Sea 
f:V,— V, una transformación ortogonal. Hallar 
f(ü)Afti) en función de úAf. 

111.52. Sean ri y f dos vectores de un espacio vectorial 

t euclfdeo de dimensión 3 orientado. Demostrar que: 



111.53. En un espacio vectorial euclfdeo V tridimensional, 

se considera la rotación /: V— V alrededor de la 
recta K engendrada por un cierto vector unitario 
e y de ángulo H. Se pide: 

1. Hallar la imagen /(ií) de un vector fi ortogo- 
nal a i. 

2. Hallar la imagen fui) de un vector cualquiera 
«6 V. 

3. Si V es el espacio canónico R\ si H = 45° y 
si R = T( 2. I , - 2). hallar /(.v). donde x es un 
vector cualquiera de R\ 
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SOLUCIONES 



111. 1. Reentrase a que/(.í + y. x + y) = para cuales- 
quiera .i, v e V. 

111.2. I. Las primeras fila y columna de A quedan 

multiplicadas por A {a,, pasa a A ; íí,,). 

2. Se permutan entre sí las primera y segunda 
fila y. también, las primera y segunda co- 
lumnas. 

3. A la primera tila se le suma A veces la se- 
gunda y a la primera columna se le suma A 
veces la segunda. 

OL3. c l= >n„ C : =>D 2 , C, =C 2 = V. 

111.4. Tómese una base en V: sea A la matriz de w. sean 
M, M*. N y A/* las matrices de <p. ?>*. <£ y t//*. Es; 

M* = /T'M'/t . (MN)* = N*M* 

(AM + /íW* - AM* + m^* (W*)* = M 

( V °^(*= ^*^* (A^)+^t^)*= A^*+^(A S 

111.5. Recúrrase a que úKfl ± 5) = «H») • Mr) ± 2/<í¡. P). 
111.6 I. /(* 0) = 



1 



|ft. l />)<//<.( -/)) + vK-v ' /»)<M» * h)\dx 



A - 



2a \a' + 2ab r 

ia 3 -2a6 J 

2 (i /> : wr - 2,i/>\ 



3. N(u) = T(.r) 

Diagonal (2>£ 0, -12^/5) 

Base de diagonali/ación (I, .r. — 2+a~) 

III.7. MAM; para que «;•>¥? s ^a regular es necesario y 
suficiente que <f sea hiyecnva (automorfismo) 
y <u sea regular. 

III.S. Existe i no conjugado de </. Para cualquier i > . 
póngase x=Ae + {x-Av) y hállese A e K para 
que í - Ai sea conjugado de í, 



III.9. I) es el subespaeio intersección de los 

eios conjugados de los vectores de D; esto 

,. ;. 

111.10. wCO - A"AX - lX'C)(FX) ■ X\CF)X y CF 
rango I. 

Si rang A= I, entonces A = CF para cíe 
CeJC»i y Fe-Al,,,,,. 

UI.11. 2. ftKM>»2xjX 3 -2x,^ 



3. 



4 = 



-1 

1 o 

10 o 

-10 0. 



4. Subespaeio de las matrices simétricas. 
III. 12. I. fipix). q(x)) = i[p(a)q(ft+p(fl)q(á)] 



2. A-i 



2 a + p a - j 

a + p 2a fí afKa+M 

la 1 *? 2 afra+fi) 2a ! f?] 



3. a + & = 

4. Si a * 0. /V(w) ■ V'(a : + x 2 ). 
Si a =0, ,V(w)=r(j ( r|. 

Diagonal (1. a 2 , 0>. base (1, x, -ar + x). 

111.13. Sea (Ñ|, .... ü„) una de las bases en las que 
rnaiii/ A = l«„| de <a es diagonal. La base pedid 
puede ser la (<', <\,l siguiente: 

r.-dv^t", si i«f 
¿, = jí, si t>r 

(nótese que. en general. Víj~ será un número cor 
piejo). 



111.14. 



A 



1 


-2 


1 


_2 


-2 


-2 


l 


2 


1 



2. o»(í) = xí - .t; en la base («,, m>. n,): 



;:..jr ü'iFS 
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IH.I5- 



IIU6. 



«,=(1. O, 0) 

«, = (-!. 0. I) 

1. Diagonal (1, a- \,. a+ 1); base «1, - I, 0), 
(2, -1,0). (1. -1, 1» 

2. Si rt=L N(ú>)=Y(2, -1, 0). Si <*=-!, 
M[«)-V(l, -1. O- Si a* I, -1, entonces 
W») = O. 

3. U - z) ± -JXy + z) = 0. 

4. Base «1, -I, I). (Ji. 1. 0). (•& -I. 0), 
&Kí)= -8a%.v,. 



.1 



2. Si «*0, N(ú>) = 0. 

Si o=0. Mo.l- Vil, I. O, I). 

3. Diagonal (I. I- -1, a). 
Base (tí,, íi,, «„ (Í4), donde: 



1 


i 





II 


1 


1 


i 





.> 


1 


] 


[ 








1 


a 



«, = (1,0, O, 0) 
fl,(-1, I, -1.0) 



, « 2 = (0. 0. 1,0) 
fi 4 = (l, 1.0. I) 



111.17. 



4. (fl, + ¡i „ Hj + (i». 2í7 l + f7 4 , /i, * 2i/ : t íi,, + u t ) 

tü(x) = -2x,x 2 - 4x t x } - 4x,x., - 4 1 . i , 
- 2rvr 4 - 4a y. 

Supóngase w(ü)>0 y ta(v)<Q. Búsquese un 
x = Kü 4- 0, x * o, tal que o>(x) = 0. 

(M'M)' = M'M. Si X^O es matriz columna, 
MXtO y. por ello. (MX)\MX)>0 si X*0; 
luego X'(M'M)X>0 para todo X *■ O. 

La matriz. A ha de ser simétrica y definida posi- 
tiva. 

*l = y, - C«i2>'3 + - + a ln y£ X, v para 

«1. 
i =2. 3 n. 

x i = y\ + >':• x i ~ >'i ~ >'2' *• = >'/ P ara ' = 3 "■ 



111.21. Reclinase a que ariAü + i 1 ) S= 0. VA 



111.18. 



Ill.lt. 



111.20. 



111.22. I. A = 



re - 1 o o - 1 

o o c o 

c 

-10 c-lJ 



2. Diagonalización para r = I : 
Diagonal: -2. 2. 2, -2. 
Base: 



I I I [0 

o 0} [1 -I 



Diagonalización para <• * I : 

Diagonal: c - 1 . 2c. - 2í\ r{c - I )(c - 2). 

liase: 










1 1 




1 1 








1 




1 







1 




1 


n 





* 


1 ti 


* 


1 





' 





-c 



3. Nunca es definida; se ni i definida negativa si 
<- = 0. 

111.23. I. Si a = 0. diagonal (2, 6. 2. -2) y base (ü„ 

«,, 1/,, «,) donde: 

a x = (1,0, 0,0) - i?, = (-l,0. 2. 0) 

a 3 = (0, i-o, o , (7 4 = <o, -1.0. i) 

Si <i * 0, diagonal (2. 6. a. (a 2 - l)a) y 
base («,, (i ; , ¿7,. i7 4 ) donde: 

(¡, = (1,0. 0. 0) . «5= (-1,0, 2,0) 
% = <0, 1.0,0) . « 4 = (0, -1,0. á) 

2. Si \a\ < 1, rang oj = 4 y sigoi — (3, 1). 
Si a > 1 . rang 10 = 4 y sig o» = (4, 0). 
Si « = I . rang <o = 3 y sig w = (3, 0). 
Si a- = - 1 . rang w = 3 y síg id = (2, I ). 
Si a < - I , rang w = 4 y sig iú = (2, 2). 

3. ít> definida positiva sü a> l: w semidefinida 
positiva sii a= 1, 

111.24. Según el criterio de Sylvesler ha de ser «>0. 
Diagonal izando por congruencia se obtiene (entre 
otras muchas) la base (¿,, e¡, f ; ,i: 



\G\I\ = 



5 


1 


2 


1 


-2 


2 


-1 


1 


2 


-1 


2 


1 
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10 
I o 
O O ! 



e , = O. 0. 



Jl 



o o i ó 
o 2AÍ \h& 



e. = 



3 2-2 
111.25. Según el criterio de Sylvestcr ha de ser a * p. 



G = 



26 -14 

- 14 10 



í. £ ab. 
111.26. I. (/Is) = S I ; 



2. Las siguientes ;j funciones / ; , e V son ortogo- 
nales a y¿; el subespacio que engendran es 
solución: 

f P (x) = in+p)x" '-(«+/-+ I)*" 

/. 1,2, .... H. 

111.27. 



c = 



I 


■ 


• 


-1 


1 ■ 


■ 





-1 1 ■ 


- 





- 


1 



I -I o 

I -I 

l 



o o o 



1 


-1 


■ 


- 


-1 


2 


-1 • 


• 





-1 


2 • 


• 








■ 


■ 2 



111.28. I. Según el criterio de Sylvester, a = 2. 

2. fl = 3«. + (V5- 1>«,+ (V2+ l)i¡,. 



3, 



e. 



yfiO 

l 



<6ü, + 3jí 2 + Sü s ) 



h = -^í-2ü,+ü 2 + ü,) 



S 3 ~-= (I 1i?,-7« : + 5h,) 

N 1 95 



111.29. I. 



C = B 



30a 30< ion 

30¿ IOíí I0¿ + 20c 

10a 20fr + 10<* 6a 



111.30. 



111.31. 



2. ¿ = c, a>0, tr> 18/)-. 

3. £/ = ( a + 0* + yr/a + 20 + y = 0| 

una base ortogonal de U: 

(I r. 1+2*- -V) 
Proyección: - ¿x + x 2 . 



G = 



> 


2 


2 








2 


3 4 


para 


a>6 




2 


4 «_ 












k eos « 


-A sen o 





A 


= 








A 






A' sen a 


/.' eos a 






111.32. 



2. (A eos «. A (eos a + 1 ), -A (eos « + l)X 
AeR 
(0. M . -¿i| , M eR 

(a. A. /») . «. l)tH 



G = 



2. i?, — í¡, ú : = é ; . (¡t = I 

3. « = 2,/;= l,t=2 



1 











1 


I 





1 


1 



áng(M>. /<«%)> = 90° 



A ' = > 



2 2 3" 

-3 3 3 

I -2 



amcio\F.s 



(DJ3. Dados C. v € V. se puede poner de manera única 
! = x,+x 2 e y = V| + y ? con x„ y,eU, y x¡, 
y, € (/,. El produelo escalar pedido ( ■ ) está defi- 
nido por x °y = x¡ #y, + x 2 °y ; . 

I1Ü4. Una de las muchas bases ortonormales de U y de 
V son las (w,, ü 2 ) y (£,, £ 2 , Éj) formadas por: 

«,=(1/2, 1/2,1/2,0. 1/2) 
«, = (2/3,0. -2/3, 1/3,0) 

¿,=<0. l/S/2, 0. 0. -l/>fi) 

# 2 = (-1/3^.0, l/3^,4/3V5, 0) 
^ = (-1/2.1/2,-1/2,0,1/2) 

Proyección sobre (/: 

. ' 2 

25 9 -7 8 9 
36' 36' 36' 36' 36 

Proyección sobre U~: 



^36' 36 '36' 36' 3 



á-d' = 



9 
6 



QD5. 



1, Una de las muchas soluciones puede ser la 
(£,, e 2 . é,) con 

**,-(!. 0. I. 0) 
é 2 = (0. I, 0, I) 
#,-(1, I, -I. -I) 

2. « = (1/2. 1/2. cos.a/y/2. sena/JÍ) ha de ser 
tal que haga mínimo a 



l+fi 



cas a 



I +J2 



sen fi 



+ 



4 ' 4 

2 — yj2 eos a — y/2 sen a 
~~ 8 

7 + sen 2a 



*.+ 
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lo que ocurre para a-3n\4 y a=— w/4, 
luego 

*-<U i. í» 

o 

« = (i. i. i. -i) 

111.36. |. <£/, + (/,)' =U¡nUj 

2. (v t nuj L *ut + ui 

3, (y,ny 2 )' = ut + ui 

111.37. I. a n =l,\^, t 2 p =l/V^0'>l) 
2. Proyección de <M-*): 



2 2,2 

- sen x - - sen 2x + - sen íx - 





+ (-!)"' 


2 

seníu 
/i 


Proyección de iJAx): 




t 


COS.V eos 2* cus í i 


3 


l 2 2' 


3- 




i (-IV 


eos nx 



+ — + 



111.38. Compruébese que la norma del vector 
fiAx + fiy) — AJXx) — iif(y) es igual a la norma 
de (ÁJ¡ + jxy) - ÁJc — jxy y que. por tanto, es 
nula. 

111.39. Compruébese que 4{á - b) = \\a + b\\ 2 - 

||<r — 6\\ 2 ; lómese a = x y b = v; tómese después 
á=f{X) y b =/(>"). 

111.40. 2. /-"es ortogonal (lineal y conserva el producto 

escalar). 
3. F no es sobreyectiva: f(x) - I no es imagen 
por F de ninguna función continua. 

111.41. I. Como (f,. e 2 . é,) es una base ortonormal y 

(M,. M : , M,) es un sistema ortononnal (se 
comprueba fácilmente), existe la aplicación 
ortogonal /. 
2. 





/(a. v. :> = 



V \ 

-x : 

-v -z 
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111.42. I. Si. ya que f(U) i ./(/' i y dim f(U) + 

+ dim/(t/> = dim U + d\m W = n. 
2. V.C e R". x = .í, + í, con .? , e V y x 2 e U l 
(descomposición única); /(.v) =/,l.v,) +f,i v.i. 

111.43. I. Aplicar el «teorema del coseno» de los trián- 

gulos (a 3 - Ir + < ■ - 2bc eos A). 
2. Refiérase /a las bases («,. i/ ; ), en V, origen, 
y (f{a,), f(á 2 )) en V, imagen: la inalri/. de/ 
es la identidad; las matrices métricas son 
iguales. 

111.44. I. A*i> = <2 3, 2 3. -I 3) 

M)-(- I 3.2 1.2 3) 
A« =(2/3,-1/3,2/3) 



2. A = 



111.45. 



3. 



I. 



2 < 
2 3 
1 3 


-1/3 
2 3 
2/3 


2/3 
I 3 
- 3. 


det 4 = 




12 


-V5/2 o" 




n - 


^/2 


1 2 






_ 





|_ 





COS 



s v 1 '- *-"* " ' 



n 
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1. A'A =/ y del A — — 1, luego / es ortogonal 
inversa. 

2. ü = f*yfi -fi, 1 + yfr - & I - S) para 
/>e R. 

3. El eje de giro es la recia engendrada por ii. 

Hl plano de la simetría es el ortogonal a a. 

El ángulo de giro a es el ángulo 
áng (ü,f(ff)), donde f es ortogonal a /¡. por 
ejemplo f ~~ i \>2. I . I ) 



eos a — 



6 + 2^ - & 
12 



= 0,585 



111.46. a=\/&b= -l/j2, x=\flz= -3.4. 

111.47. / es la composición de una rotación, d 
ángulo a y alrededor de cierta recta R. 
de la simetría respecto del plano perpeí 
H: f es la rotación de ángulo 2fi alrededor) 
La transformación /" es una rotación de i 
na: ha de ser 2irfa racional. 

111.48. Ponerá = ÁC + fiw + i<f Ai) y recurrirá 
ejercicio del Capítulo S. 

111.49. Reclínase a la fórmula del problema 

111.50. Recurrir a una base ortonormal. poner \¿, 
en forma del determinante de la mauúdei 
denadas y recurrir a que \u. r. il ■]' es d 
nante de dicha matriz por su traspuesta. 

111.51. /(j/)A/(f)-(det/) (üAn. 

111.52. Recurrir a coordenadas en una base 
directa. 

111.53. I. /<ü) = cosító^senrVAK) 

2. /(.f) = (f • é k- - eos [X - (x • é)Í\ + 

+ senm ( 'A P) 

3. Si.fMA„.v,. v l )y/(.i) = U¡.. 



I 
18 



8+5^ 4+4^2 -í 

4-8^5 2 + 8>/2 

L~8 + >^ -4 + 8^2 
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Ejercicios y problemas a la parte IV 



ENUNCIADOS 



IV. 1. Sea V un espacio veciorial de dimensión finita y 
sean U, y U 2 dos subcspacios suplementarios de 
V, de dimensiones /> y q. Hallar los aulovalores 
del endomorfismo./: V— V. proyección sobre U, 
paralelamente a f/ : . 

IV.2. Sea A un aulovalor de un endomorllsmo/: V— • V. 
Compruébese que A : es un aulovalor del endo- 
morfismo/ / Si /es un automorfísmo, pruébese 
que I A es un aulovalor de/" 1 . 

IVJ. Sean A y B dos matrices reales, ambas cuadradas 
y de igual tamaño. Compruébese que: 



A = 



-I 



Analícese si /es diagonalizable, 

IV.7. Hallar los aulovalores v los subcspacios 

del endomorfismo /: l'—* V (donde V es im> 
ció vectorial real de dimensión 4) que. en ■ 
base dada (e t . c.. e¡, <V de V. tiene asorii 
siguiente matriz A: 



A = 



3 


3 


1 


-l 


1 


2 1 


2 


4 l> 



a) Si una. al menos, de las matrices A o /( es 
regular, entonces AB y BA tienen el mismo 
polinomio característico. 

b) Si A y B. ambas, singulares, entonces AB y 
BA tienen, también, el mismo polinomio ca- 
racterístico (indicación: recurrir al resultado 
anterior aplicado a A y B' B I vi \ baílese 
luego que e tiende a cero). 

I Y.4. Sea A una matriz cuadrada real de tamaño // x n. 
Si ii es par y det A < 0. pruébese que A tiene, al 
menos, dos aulovalores reales. 



IV.5. Hallar los aulovalores \ los subcspacios propios 
del endomorfismo / : R'— • R' que. en la base ca- 
nónica, tiene asociada la matriz A: 



1 


1 ü 


3 


-1 6 


1 


-1 3 



A 



Analícele si fes diagonalizable. 



IV.6. Hallar los aulovalores > los subcspacios propios 
del endomorfismo/:!!? 1 — • ¡f? 1 que. respecto de la 
base canónica, tiene asociada la siguiente ma- 
triz A: 



Analícese si /es diagonalizable. 

IV.8. Hallar los aulovalores y los subcspacios 
de la matriz A, de tamaño n x n con n 



A = 



l l a 


l 


1 






l 


1 f a 


1 




1 


1 


1 


1 + ( j 




1 












i 


1 


1 




1 H 



Analícese si A es diagonalizable por ser 

IV. 9. Sea V un espacio vectorial real de dimer 
en el que se considera una base B = (» t . 
en dicha base, las coordenadas se denotan 
x 2 , x y De un endomorfismo/: V— • V se 

• 1:1 vector 6/í, + 2ü. ■ ; .'< se iratisforTOi 
en sí mismo. 

• í/=|jíe V Zx, + I lx : - Ir, = 0) e« un 
pació propio de/ 

• La traza de la matriz A de/; en fl. es 

a) Hallar los aulovalores de/ 

b) Hallar la matriz A de f en la base H. 
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IV.10. Hallar todas las malriccs cuadradas, de un cierto 
tamaño n x n, tales que A = P~ 'AP para (oda 
matriz regular P. de tamaño íi x n. 

IV. II, Dada una matriz cuadrada A, sea A' la matriz 
que resulta de permutar, en A. las filas /-csima y 
j-ésima y también las columnas í-esima y/csíma. 
Analizar si A y A' son semejantes y. si lo son. 
hallar una matriz regular P tal que A' - P X AP. 

1V.12. Sean A y A' dos matrices semejantes y sea P una 
matriz de paso. A' ~ P~*AP. Caracterizar, en fun- 
ción de P. a todas las matrices Q de paso, esto es. 
tales que A' = 'AQ. 

\\.\í. Comprobar que la siguiente matriz cuadrada A es 
diagonali/ahle cu C y obtener su forma diagonal: 



A = 



1 





ü 1 


















1 


l (l 






IV.I4. Se dice que una matriz cuadrada A es nilpotcntc 
si existe k e N tal que A 1 — O. Pruébese que una 
matriz cuadrada A, de tamaño /.* x n, es ni I potente 
si y sólo si Á = es el único autovalor de /\, con 
multiplicidad n. 

EV.15. Sea /: V— V un endomorfismo diagonal izable 

(dim V=n) y sea («,. ñ, ü a ) una base de 

V formada por vectores propios de /. Si es 
tí = t¡, + ü 2 + ■■• + m„, compruébese que los vec- 
tores 

e , = «, e 2 =/(»>, e 3 = </°/)(¿¡) =f fí \ü), 
■■■•e n =f "<«> 

forman una base de V. 



IV. 17. Sea/:R'— *R' el endomorfismo que. respecto 
de una base dada (e,, é v é,>, tiene asociada la 
matriz A: 



A = 



I + a — n a 

2+ a — a a — I 

2-1 



<aeR> 



«) 



fe) 



c) 



Obtener los autov alores de A. comprobando 
que no dependen de ti. 
Obtener los subespacios propios de /, en fun- 
ción de «, y estudiar si / es diagonalizable. 
Cuando/sea diagonalizable, hallar su forma 
diagonal y la base correspondiente. 



IV. 18. Sea/: IR 3 — * R l un endomorfismo del que se sabe 
lo siguiente: 

• /es diagonalizable y sólo tiene dos autovalores 

distintos. 
•/(£/)= V. siendo 

U= \(x.\\ z) eW/x-2y-z = 0] 



V = T|ÍI.O. I). (-1, I. I)| 

• A,= — I es un autovalor de / y uno de sus 
vectores propios pertenece a (/. 

• (1.0. —I) es un vector propio de (y está aso- 
ciado a un autovalor simple. 

a) Hallar la matriz -4 de /en la base canónica, 
en función de cuantos parámetros sea preciso. 

b) Si en R' se considera el producto escalar 
canónico, determinar / para que sea orlogo- 
nalmenle diagonalizable. 

IV.19. Sea A una matriz cuadrada de tamaño n x //. Si 
A es antisimétrica, pruébese que sus autovalores 
son números complejos imaginarios puros o, bien. 
son nulos. 



IV. 16. Sea A la matriz real, dependiente del parámetro a: 



A = 



2a + 4 I — a —2o 1 — a 
O A-a O 

O ü A - a 2 



a) Obtener los valores de u para los que A es 
diagonalizable por semejanza. 

b) Diagonalizar A para a = I y para a = 2. 



IV. 20. lin el espacio vectorial cuelídeo canónico R l y 
respecto de una base ortonormal (e„ e¡, ¿j. se 
considera un endomorfismo del que se sabe que: 

• f(é,) = 3e t + 2é 2 + 2é v /(¿,) = 2¿, + 2t> 2 . 

• La matriz A de /es simétrica. 

• íí = 2í, — 2e> — e 3 es autovector de /. 

ti) Hallar A y los autovalores y los aiuovectores 
de/. 
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b) Diagonali/ar ortogonalmente f, determinando 
una base en la que se obtenga dicha diagona- 
1 1 /ación. 

IV.21. En el espacio vectorial cuelídeo canónico R' y 
respecto de la base canónica se considera el en- 
domorfismo/': IR*— (R l definido mediante 



(.v. y, :)•— (jt' ( y'. .-'), siendo 



'3x' = -x + 2yi 2:. 
3y'=2x-y + 2z 
l 3z' =2x + 2y-z 



n) Razonar si / es ortogonal mente diagonaliza- 
blc. 

b) Razonar si /'es una transformación ortogonal. 

c| Hallar los autovalores y los suhespacios pro- 
pios de /. 

d) Hallar la forma diagonal de /' y una base 
ortononnal correspondiente. 

í'í Describir geométricamente la transforma- 
ción /. 

IV.22. Sea V un espacio vectorial euclídeo de dimensión 
3 y sea (£,, ^a» *s) una Dusc ortonormal de V. 
Considérese el endomorfismo /: V— * V que en la 
base dada tiene asociada la matriz: 



A = 



a 

y o- £ 



ii 



ia. fi. y e IR) 



c) Comprobar que A es diagonal izablc y halta 
su matriz diagonal l>. 

tí) Analizar si A es ortogonal mente diagonalia-J 
ble y, en caso afirmativo, hallar una inania 
ortogonal P (al que D= P~ 2 AP. 

IV. 24. lin el espacio vectorial euclídeo canónico I 

considera un endomorfismo/ : U'— lifi* del quc«J 
sabe que: 

• La matriz A de / en la base canóníc i es i 
métrica. 

• El subespacio I (2. -2. -I) es un silboso*»! 
propio de /. 

• Los vectores (1,0, 0) y (0, 1 . 0) se transft 
respectivamente, en los vectores (3, 1 

a, 2, o». 

a) Razonar si / es ortogonal mente diagonalrtf 
ble y si es una transformación ortogonal, i 

b) Hallar los autovalores y los subespacios pn 
pios de/ 

c) Hallar la forma diagonal de/y obtene 
posible, una base ortonormal de W en íj que 
/"tome dicha forma. 

IV.25. Sea dada la siguiente matriz /Un): 



A(á) = 



I I 

I I 



I +a 
I +a 



— a 

- a 



b) 



c) 



Hallar la relación que debe haber entre los 
parámetros «, /3 y y para que /' admita un 
autovalor triple. 

Suponiendo que 0y>O, hallar los autovalo- 
res y subespacios propios de / (recúmise al 
parámetro Ir, siendo Ir = 2 J 6y). 
Razónese si para algunos y y. la matriz A 
es ortogonalmente diagonalizabie. 



(« t U dado). 



IV.2Í. De la siguiente matriz /\ se sabe que A! = I es uno 
de sus autovalores y que (I. I, I) es un vector 
propio de A asociado al autovalor A,: 



A 



1 2 a 

2 I $ 
2 2 y, 



a) 
b) 

c) 



d) 



O 



Hallar los autovalores de A(<t). 
Hallar los valores de <r para los que A\a)¡ 
diagonalizabie por semejanza. 
Analizar si A{a) es ortogonalmente día 
lizable (con el producto escalar canónico) | 
ra algún valor o-,, de a y. si lo es. 
la correspondiente diagonalización lestoi 
forma diagonal D y una matriz ortogonal < 
cambio. D = P l -4(o )f). 
Describir geométrica mente la transfi 



/: 



que. en la base canónica. 



asociada la matriz (I ZJ/Hoy 
Hallar el menor valor natural de h paraetj 
la matriz C/ = /l(0) * ''/ es matriz. mclric$ 
un producto escalar. 



a) Hallar «, y y. 

b) Hallar los autovalores y los subespacios pro- 
pios de A. 



IV.26. Sea <o:W — U la forma cuadrática dada 
,oi\. v. Z ) = f - 2xy 2x:-2yz 



;iC105 Y PROBLEMAS 
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Diagonal i /ar ortogonalmente la forma cuadrática 
oí (en W se considera el producto escalar canó- 
nico). 

n.2". Sea o»: R* — • R la forma cuadrática que. en la base 
canónica de R\ tiene asociada la matriz simétrica; 






A = 



I -3-1 

-3 I I 

-I I 5 



diagonal l> v una matriz de paso ortogonal /'. eslo 
es. tal que P ' = P* y l> /' 'Al': 



I 



Analizar si A es definida positiva. 



2 111 


12 11 


112 1 


1112. 



Hallar una base ortonormal de R' (con el producto l\ - 1 "- 

escalar canónico) en la que la matriz /) de to. que 
también se pide, sea diagonal. 

W.1X. Sea A una matriz simétrica real > sean a y el 
menor y el mayor de los autovalores de A. Ma- 
mando A'{h) - A hl, hallar los valores de // para 
los que A'{h\ es definida positiva, definida nega- IV.3I. 

liva y no definida. 

IV.29. Diagonali/ar ortogonal mente la siguiente matriz 
simétrica A. hallando la correspondiente matriz 



Sean A y H dos matrices cuadradas simétricas, 
ambas de igual tamaño. SÍ los autovalores de l 
están en el intervalo \ti t . a.\ y los autovalores de 
H están en el intervalo \b,. b.]. pruébese que los 
autovalores de A + H están en el intervalo 

Sea V un espacio vectorial real de dimensión fi- 
nita y sea/: V— V'un endomorfismo. Obtener una 
condición necesaria y suficiente para que exista 
un producto escalar en V con el que / sea un 
endomorfismo simétrico. 
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IV. 1. A = I (con multiplicidad /i) y A = (con multipli- 
cidad </). 

IV.2. ftr) = Aí =► </«/)(.?) = A 2 .v; 
/( X) = AS => Á = AJ 'oí 

IV.3. «> del (AB - AI) = del (AB - AH l B) - 

= [dct (A-Ati ')| del 8 = 
= dct B |det (,4 -Afl-') = 
= del (BA-ABB l ) = 
= del (ft4 - A/) 

/>) del (AB + eB - Al) = det (BA + eB- Ai), al 
tender f a cero, como los coeficientes de 
estos polinomios varían continuamente con f 
(son funciones continuas de £), se obtiene que 
det (AB -A¡) = del (BA - Ai). Nótese que si 
A # es el aulovalor de B más próximo a 0. 
entonces B' es regular para ()<£< |A|. 

IV.4. El polinomio característico p(A) de A es tal que 
/H0) = dct M)<0 y /'(A)— +x para A— -*; 
|K»r tanto. /í(A> tienen, al menos, una raí/ positiva 
y otra negativa, 

IV.5. A,=<>. A,= I. A,- 2 

Ki-o-T(-3, 3. 2). W, =T(2. 0,-1), 
v, ¡=T(1, 1,0). 

/es diagonalízable. 

IV.6. A = 2 doble y A = - I simple 
K» , 11(1,0, I), (1, |.0)|. 
V, ,=T(I. -1,1), 

/'es diagonalizable. 

IV.7. A, - 2 doble y A, = I doble 
V i - 2 = T<e l -e, + <- 1 + 2<> l ), 
V A -,=Y(e y é, -c 2 + í, + e 4 ), 

/ no es diagonal i/able. 

IV.8. A, = « con multiplicidad /t — I 
Ai = tí + íj (simple) 



V. ■„: 



tales que .v, + x¡ - 



' A ,1 - <i : 



1 x . R ) 



A es diagonal i/able por semejanza. 

IV.9. <j) A,= l. A 2 = A 3 , A, + A, + A, = 5. 
A, = I. A,=A, = 2. 
b) V Á¡ = V(ií), con (7(6. 2. 5); V A . = I (i . i I 
f(7. 0, 2) y h(I I, -2. 0). lin la base ftjg 
la matriz es diagonal, cambiando de base 
tiene: 



A = 



14 66 -42" 
4 24 -14 
10 55 -33 



IV. 10. Sea P = ¡ + A' y , donde E h tiene todos sus eleíoa 
tos nulos salvo el de lugar i. j que vale 
i&j); de PA = AP se deduce que el cicmenlot 
lugar i.j de A es nulo (con i #_/). Las matncaá 
pedidas son las matrices escalares (tienen coi 
fuera de su diagonal). 

IV.lt. A y A' son semejantes: /' es la matriz que rew 
de permutar las columnas /'-¿sima y/-es¡made]| 
matriz unidad. 

IV. 12. Q = KP. donde H es una matriz regular quecí 
muta con A. 

IV. 13. det (A - A/) = A" - I. que tiene íí raice- dis¿ 

en C luego /t es diagonal izable en C. La finj 
diaconal es: 



/> = 



A. 



O 



2/77 



O 



2/7T 



,1 eos - + í sen - (para / - I. 2. ..J 



i/ es la unidad imaginaria). 



iWCIONES 



l\.u. Si i' o v A es autovalor de A, existe X*0 ial 
que AX = AX. luego A'X = A'X. luego A = 0. 

Sí los 'i aulovalores de A son nulos, recurriendo 
a la forma triangular T de A (es A - P 'TP con T 

triangular: la diagonal de T está ocupada por los 
aulovalores de A), como la diagonal de T tiene 
todos sus elementos nulos, es T" = O. luego 
l - O. 

I\.I5. De ser a,e, + a¡e, + — + a ll e H = ¿. sería (A, - 
= auiovalor de fy. 

«i + « : A, + ojA? + - + a„A" ' = 

y este polinomio de grado n — I tendría n raíces 
(los aulovalores). luego sus coeficientes serían 
nulos. 

IV.Ift. a) det tM-A/) = l(4-<r)-Al|(2a + 4>- A| ■ 
[(4- ai -A] 

A,=4-a : . A. = 2a + 4. A, =4 -a 

Para a = 0. / no es diagonali/ablc. 
Para a * 0. /es diagonali/ablc. 
b) o= \-*D=p- , APt:on 



!> 



3 t) o 
3 
o 



P = 






I 


1 


1 


II 


1) 





1 






1—1) I' 'AP con 



/> = 



o 

8 
2 



y P~ 



1 


1 


h 








1 


1 









l\.l". u¡ A, = -I (simple) y A ; = I doble. 
b) /diagonali¿able «■ « = 
Si í( = 0. 



V;.,» IV H2íj, f, + 2e,) 



Si o - l). 



V, ,=r(e¡-í 3 ) 
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base: h, = e* 2 - ¿, 

íí, = < : , +2í, 
IV. 18. a) /(l. 0. !> = (-!. 0. -|>: A - -I doble 



- 1 





Q 





1 


o 








1 



A = 



t -2l -I-/ 

0-1 

- 1 - r 2í / 



£/*-!) 



/» / = 0. 

IV.I9. Por ser /V - -A, es X',1X ■ para toda columna 
X. pues: 

X'AX = (X'AX)' = X'A'X = -X'AX 

Sea A = a + jtí, un auiovalor de 4 y X + iY un 

vector propio correspondiente a A, es 



luego 



de donde: 



A(X ( /K>= A(X I iY) 



AX=aX- pY 
AY=aY+pX 



X'AX = aX'X - flX'Y 
Y'AY=aY'Y+{ÍY l X 

Sumando, es 0= a(X'Y+ Y'Y). luego a = v 
A = 0i. 



IV.20 «) 


s 


2 2 


A,=0 


4 = 


2 


2 


A 2 = 6 




.2 


4, 


A,-.* 






V, V(2e, 2«-. f 3 ) 






i, t u',+2f,-2f3) 






K 


= r(2í ( + # 2 + 2í s ) 



f>) D~p-'AP coa 



/> 








6 
3 


P= 3 



-2 2 I 
-I -2 2 



370 



ALGEBRA UH 



nueva base; 



ii, = - (2¿, -2f¡-é s ) 



ü 2 = -(é,+2é : -2C>.\ 



c) i-fa + yt» f}é,+hé : +ye p fc-l 
I ■><,) hu de ser un sistema ortogonal, oj 
si fi~ =- y + fi~ + y = Ir. o sea. para 

IV .23. a) «=-2, j8 = -2. y- ! 

M A = t (simple). A - - 1 doble 



u - (2¿ i ■ :. i 

IV. 21. La matriz de/es 



A = 3 



-I 2 

i — i 



7 — 



(que es simétrica j ortogonal). 

i/) / es ortogonalmente diagonal i /ablc (A es si- 
métrica). 

b) /es una transformación ortogonal (A es orto- 
gonal). 

c) A, = I (simple) y A ; = -1 (doble) 



l\.24. 



C) 



I) 



v x 1 


= id. i. 


1) 






Ki 


,= 11(1.(1. 1) 


(0. 


- I) 


"l 


01 











I 











r> i 









d) No es ortogonalmente diagonali/ablc, 
V. i y V, i no son ortogonales. 



\ 



3 2 2 

2 2 
2 4 



d) 



D = 



base: 



Vi 


l.l. 1 


1) 




y. 


rio. -i, 0), (i, o, 


-1) 


i 


01 









-1 









o -i 







r7, = -!=(0. I, -1) 

v5 



a) / es ortogonalmente diagonalizaMc [A i-v 
métrica);/ no es una transformación 

nal M no es ortogonal). 
I» A,=0, A 2 = 3, A, = 6 



<> 



/' 



v *. 


= i "12. -2. -1) 


1', - 1(1. 2. -2) 


v Ai =rc. i. 2> 


0" 




3 




6 





| 2. I, I) 
V2 

e) / es la simetría (ortogonal) respecto de la 
recta que determina el vector (L I, I). 

IV.22. A, -a. Á : = a±yffiy 

(/> \\n\ autovalor triple si 0y — O. 
b) A, - «. A 2 = ff + /;. A, = «— h 

V^-Ví-^. + K,) 
I ii/ír, I fc? a I y£,) 

l',_— K^-A^-t y, 



base; 



•¡, = 3(2.-2, -1) 



«. = -(1.2. -2) 



;i, = -<2. 1.2) 



IV.2S. a) Á=2 triple y A, = -2 (simple). 

b) a = 0. Único valor para el que dirn l' t : : 

c) Es ortogonalmente diagonal i /ablc para a 



■ÜDONES 
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l> 


2 



O 






r.i o 


01 


i 


i. i» 




_2 




/) = 


6 



I) 

-2. 


*-38 a - 


1. -2) 




ri Jí o 


1 2 


-1 21 








" ¿ " ' 


0) 


/' 


u.' o 


-1 2 


12 










l/y/í 


1.2 


12 




IV.28. A'ih) es definida 


pos 


(iva. definida negativo y no 




. -\/j2 


1 2 


i :. 




definida según 
h > y a « h * 


ue. 
0- 


respectivamente. 


sea h < a. 


d) fes la simetría respecto del plano ortogonal 
al vector (-1, 1- l- 1). 


IY.29. Autovalores de A: A, 


= 1 triple y A ; - 


5 (simple) 


e) C,=Á{0) 


+ hl es 


simétrica 


debe 


ser del 


ii i da 













positiva, esto es. ha de tener autovalores po- 
sitivos: sus autovalores son 2 + h (triple) y 
-2 + // (simple): por tamo, h - 3. 

Wi6. Los aulovalores de la matriz de ot (en base ca- 
nónica) son A, = I, A« = v3 y A,= ->/3. Los 
subespacios propios son: 

V,,- >(I.O. -I) 

V, .= Vil. -I -x/3. I) 

V, - td. I • v'3. I) 

«<x,, r 2 , i .■ i v§Jr] \ ! <s 

donde .v,. v,. x 3 son las coordenadas en la base 
ortononnal («,, ií_>. i/, ): 

I 



(LO. -I) 
V2 



K. = 



Ki = 



fa + lfi 



(I. -I--x/3, L 



(I. -I+\/5. I) 



1 ¿ms 

IVJ7 Auloveciorcs y subespacios propios de A: 
A, =3. A, =6. Aj=-2 

V A> = T( I. -L I) 
VV = T<1. -I, -2) 

l. id. LO) 



V 4i =[|.í,. -i.. v„ .v.d-K- 1 i • i . • . . • . : ()¡ 

v t =nu i, 1. 1» 



/» 



" 



" 



/• 



¿ 


v6 


73 


l 


2 


6 


6 


2 


V'2 


V^ 


73 


1 


2 


6 


6 


: 





v^ 


v^ 


i 


3 


(> 


. ( 






S 


i 


ii 





i 


2 



La matriz A es definida positiva, pues sus autova- 
lores son positivos. 

IV JO. Sean Á, los autovalores de A: sea (.V,) una base 
ortogonal de autovectores de A; toda columna X 

es X - 1 aX, 



(AX)X' - atr,AX,)aa,X'> = <- <*AX ,X2 <■ ,V | 
<i,XX Sü,o l XX, ----- X a}AXX\ = AXX' 
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Análogamente. aJíX'^AXX'. Para toda columna 
X es 



« l XX'*MXX'=i«.XX l 



I] 



b t XX' ^ BXX' ^ h : XX' 

fi,XX' ^ M + #)XX' ■£ fi JÍX' [2| 

(se han llamado h¡ y h¡ al menor y al mayor de 
los autovalores de A + B). Sumando las relacio- 
nes fl] se obtiene que 

(a ■ b,tXX'^iA + B)XX'^(a z I b : )XX : [3] 



Como existen ciertas columnas X, y X ; (v< 
propios de A + H asociados a h, y A. I tales 

h,XX = W + B)X,X\ 

y 

'hX : X': = (A + B)X : X' : 

de [2|. 1 3 1 y |4) resulta que 

[A„ AJc[a, +/»,. íi ; + /»,| 

IV.3I. El endomorlismo/diagonalizablc. En tal 
producto escalar es aquel que hace ortonot 
una base en lo que /tenga matriz diagonal 
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Ejercicios y problemas a la parte V 



ENUNCIAD* 



V.l. Kn el plano afín y usando coordenadas cartesianas 
xy se consideran dos punios P,(a,. &,) y P : (a ; . fi : ) 
y una recia r:ax + by+c = 0. Hallar la relación 
enlre anteriores dalos para que /', y P 2 estén a 
«distinto lado» de r (el segmento P¡P 2 corta a r). 

V.2. En el plano afín se consideran dos triángulos ABC 
y A'H'C tales que las tres rectas A.\ '. BB' \ C<" 
pasan por un mismo punió O. Sean P. Q y R los 
puntos de intersección de los siguientes pare-, de 
recias: AB y A'B\ BC y B'C y CA y C'A\ Com- 
pruébese que los puntos /', Q y R están alineados 
(teorema de [)esargues>. 

V.3. Dados lies puntos alineados /'. O y /í (de / . de 
/.- o de F,), se llama -razón simple» (POR i al 
número real p que permite poner PR — pPQ. 

Sean />,. A¡ y A- tres puntos no alineados del 
plano afín i~, y sea r una recta que no pasa por 
ninguno de dichos punios. Se llaman B,. B¡ y B 3 a 
los puntos de iniersección de r con las recias A I 
A,/\, y /t,/t ; , respectivamente. Pruébese que (teo- 
rema de Menelao): 

(B 1 A 2 A i XB z A 3 A t XB 3 A,A ¡ )= I 

V.4. Sea A l A 2 A, un triángulo del plano afín P. : y sean 
B,. B> y B, punios situados en los segmentos A : A,. 
A y A, y A,A 2 . respectivamente. Pruébese que las 
ire> recias A t B t . A-/í : y A,B } pasan, las tres, por 
un mismo punto si y sólo si el producto de las 
razones simples (véase el problema precédeme) 
lU.A.A,). i/í .1 ,\ i v i/M A : ) vale -I iteorema 
de Ceva). 

V.5. Se llama '.cuadrilátero completo», del plano afín 
A. ,. a la figura que forman cuatro rectas (lados) que 
se cortan dos a dos y tales que tres de ellas no 
pasan por un mismo punto: los seis puntos de inier- 
sección de cada dos lados se llaman vértices; las 
tres rectas que unen vértices opuestos <no simados 
en un mismo lado) se llaman diagonales. Pruébese 
que los punios medios de las ires diagonales de un 
cuadrilátero completo están alineados. 



V.6. En el plano afín E¡ y utilizando coorde 
tesianas se dan los puntos A(-7. 3). 
C(5. 2). Hallar el punto Ce £, lal qucel 
ABC tiene su baricentro en G. 

V.7. Sean i y \ dos rectas que se cortan en un 
sea A un punió coplanario con las recle 
situado en ninguna de ellas: sea B el punió 
de OA. lin r se loma un punto variable. " 
la intersección de .v con /'/(: sea R la irtlu 
de AP con la paralela a OA por Q. Hallar 
geométrico que describe R (compruébese 
recta OA forma parte del lugar). 

V.8. Compruébese que en un triángulo ABC cu 
las alturas pasan, las tres, por un mismo 

V.9. En el plano euelídeo y usando coordenadas i 
guiares xy se consideran los punt<>> ASfX, 
y C<4. 2). Hallar el ortocentro. el baricer 
circuncentro del triángulo ABC. 

V.10. En el plano euelídeo y usando coordenada!! 
guiares xy se considera la recta r:h +4jg 

y el punió /'( 2. I ): sea < ' el cuadrado 
en P. cuyos lados son paralelos y perper 
ary cuyos lados miden 2. Hallar las 
de dichos lados. 

V.l I. En el plano euelídeo y usando coordenadas 
guiares Oxy se consideran las rectas 
y = -2.x: sea A un punto variable de la 
B uno de la segunda. Hallar el lugar _ 
que describe el baricentro del triángulo 
) li se mueven de manera que el área del 
OAB valga 9. 

V.12. En el plano euelídeo /-.'. se considera una 
cartesiana (O: c,. e 2 ) cuyos vectores <\ 
unitarios > tales que áng u -,. i¡) = 0. Se 
otra referencia (C; ü % , i/ : ) en la que Cui. b), 
ñ, son unitarios y tales que áng (<•,, .. 
(c,. ñ : ) = /3. Relacionar (en función de a, 
y fi) las coordenadas (x, y) de un 
primera referencia con las coordenadas u. 
mismo punto en la nueva referencia. 

V.l 3. En el plano euelídeo /:. y usando coordctf 
tangulares (x. \) se consideran las rectas que i 



BERCICIOS Y PROBLEMAS 



437 



leu ecuación de la forma .v + 2ay + a 2 = 0. donde 
a e IR es un parámetro. Se pide: 

1. Relación entre a y h para que por /'{a, b) pasen 
dos rectas de la familia. 

2. Lugar geométrico de los puntos P por los que 
pasa una sola recta. 

3. Lugar geométrico de los puntos por los que 
pasan dos rectas perpendiculares. 

Ü4. Sea ABC un triángulo isósceles {AB = AC). Sean P 
y Q dos puntos variables que recorren AB y BC, 
respectivamente, de modo que la proyección orto- 
gonal de PQ sobre BC tiene longitud mitad que 
BC. Pruébese que la perpendicular a PQ por Q 
pasa por un punto fijo. 

||,15. En el plano euclídeo E 2 y usando coordenadas rec- 
tangulares u se considera el paralelogramo ileter- 
minado por las cuatro rectas ax + by ± c = y 
ax + fiy ± y = 0. Hallar el área de dicho paralelo- 
gramo. 

V.lft. En el plano euclídeo /:» se consideran dos rectas i 
y x que se cortan. Hallar el lugar geométrico de los 
puntos de E-. tales que la suma de sus distancias a 
/■ y a s es constante y vale k. 



V.19. En el espacio afín K, y usando coordenadas carte- 
sianas xyz se consideran un punto Pí I , I, 2), un 
plano ir:3x + y — z = 9 y dos recias r y si 

f x+ y-z + 2 = [x + y-2z~2=0 

[2x-2y + z+ 1 =0 \*-y + ¿ + 4 = 

Se pide: I) la recta que pasa por /' y se apoya en 
(corta a) las rectas r y .v: y 2) la recta que pasa por 
P se apoya en r y es paralela a ir. 



V.20. lin el espacio afín £, y usando coordenadas carte- 
sianas \\: se consideran los cuatro planos siguien- 
tes; 



x + 3.v + Z + 4 = 
x + 4y + 6 = 



X + 6> + 2z + 8 = 

* + 8v+2c + 10 = 



Hallar los vértices del tetraedro cuyas caras son los 
planos dados. 

V.21. Estudiar, en función de los valores del parámetro 

a i. .':. la posición relativa tle las recias: 



¿x 



a +3 



y + 2 z - 2 



2x-y=a+ l 

av = 2z = 2 



V.17. lin el plano euclídeo /:', y usando coordenadas rec- 
tangulares se consideran las circunferencias C y C 
que tienen centros en los puntos 0(a. (i) y 
O' {a + ti eos <p> tí + íí sen tp) y radios r y r\ Se 
pide: 

1. Hallar una ecuación cuyas raíces sean las pen- 
dientes de las tangentes a C desde un punto 
Ha. b). 

2. Hallar las ecuaciones de las cuatro tangentes 
comunes a las circunferencias C y C" (se su- 
pone r< r' y r + r' < d). 

\.IX. En el espacio afín /V¡ se considera una cierta refe- 
rencia cartesiana, en la que las coordenadas de un 
punto X son (x, y. c>. Se considera otra referencia: 
la que tiene origen en £*(— 2. I, — 1) y por vectores 
aw, = (l, 2. 3). ií 2 = (0. I. l)y f¡ 3 = (2, -3.0). Se 
pide: 

1. Hallar las coordenadas (.v\ y', z') de X en la 
nueva referencia. 

2. Hallar los puntos X e E 3 que tengan iguales 
coordenadas en ambas referencias. 



V.22. En el espacio afín £, y usando coordenadas carte- 
sianas xyz se consideran las siguientes rectas r y s 
(donde « y fi son dados): 



r + y-3? + 2 = 
x-y—z + 4 = 



s:i 



r x = 2 + aA 
y=]+fJA A 
Z= 2A 



Se pide: l ) valores de a y fi para los que r y s se 
cortan; 2) valores de a y 8 para los que r y 5 son 
paralelas; 3) para « = 3 y ^ = L hallar el plano 
paralelo a r y que pasa por ,v. 

V.2.1. En el espacio afín E¡ se consideran las dos rectas 
/■ y x siguientes: 

r:X = P + Áü (AeR) 

y 

s:X = Q + fU~ (/* e R) 

Suponiendo que r y ,v se cru/an. hallar el lugar 
geométrico de los punios medios de todos los seg- 
mentos que unen un punió de r con un punto de v. 
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V.24. Hstudiar. en función del parámetro a e IR. la posi- 
ción relativa de la recia r > el plano 77 siguientes o 



[1 v z I I =0 
[J.v -f a y = 1 



+ 3y • 2c = 3 



V.25. Estudiar, según los valores del parámetro a e R. la 
posición relativa de los tres planos siguientes: 

ax + y + z = I 
x + ory + z — a 
ax + y + a > z=a 2 



V.26. Estudiar, según los valores de los parámetros a > 

¡i. la posición relativa de los tres planos siguientes: 



7T, : o x • } * 2: = 

tt : : ax + ft t 2; = I 

ir,: x K/Í- l)v ( 2 = 0J 



V.27. hn el espacio euclídeo /: \ usando coordenadas 
rectangulares xyz se consideran las rectas r y s 
siguientes: 



■I 



x + z = I 



2ax+y + z= I 



ax + v + z = Lr+v + ¿ + 2 = 



2 



3. 



Hallar <i de numera que r y v sean perpendi- 
culares, 

Para a - 2, hallar la proyección ortogonal 
de r sobre el segundo de los planos que 
definen a s. 

Hallar el ángulo que forman la anterior 
proyección > < 



V.2K. Sean r=P* C(ü) y s = P + V(fJ) dos rectas, que 
pasan por un mismo punto /\ del espacio euclídeo 
£,. Se pide: 

1. Las bisectrices del ángulo que forman /• y s. 

2. Ll lugar geométrico de los puntos X de /*;, que 
equidistan de r y r. 

V.2M. I*ii el espacio euclídeo £\ y usando coordena- 
das rectangulares Oxyz se considera el plano 
tt: ax * by + ce + d= 0. Hallar la ecuación del lu- 
gar geométrico que engendran las recias que pasan 
por el origen O y forman un ángulo tí con el 
plano 7T. 

V-Ml. En el espacio euclídeo E, y utilizando coordenadas 
rectangulares Ox l x I x i se consideran tres puntos no 



alineados Aio,. a : . a,). /?(/>,. b ; . b.) \ Cu 
distintos de 0\ sea tt un plano que se 
raídamente al AB( j se. ni A'B'C los 
intersección de tt con las rectas 04, * 
respectivamente. Por A', B' y (" se tra/an 
perpendiculares a OA. OB y <)('. respectig 
Hallar el lugar geométrico descrito por el 
intersección de estos oes planos. 

V.3I. Hn el espacio euclídeo E, y usando ce 
rectangulares xyz SC consideran las recias: 



11 az + h 
y = bz+k 



x = a'z I fV 



Hallar la distancia entre ellas. 

V.32. En el espacio euclídeo r?, y usando co 

rectangulares Oxyz se considera un triángulo.: 
variable tal que sus vértices A, B y C se Je 
por los ejes Ox, <)y y Oz de manera i¡ue 
permanece constante c igual a S. -Se pide: 

1. Lugar geométrico de la proyección 
del origen O sobre el plano ABC. 

2. Lugar geométrico descrito por el baricer 
triángulo ABC. 

3. Lugar geométrico descrito por el ortt 
del triángulo ABC. 

V.33. I£n el espacio euclídeo se consideran los 
ecuaciones euclídeas -;<¡ • /'.Y*- (i > r: ( 
Hallar la recta de tt que pasa por /' y es I! 
máxima pendiente sobre el plano r (se si 
y t no paralelos). 

V.34. Hn el espacio euclídeo /-,, se consideran 1 
r-P^ V(u) y s = Q+\'(f). que se cr 
considera una recta variable que corta a 
y es tal que forma con ellas ángulos iguales, 
el lugar geométrico descrito por el pumo oj 
la anterior recta variable. 

V.3>. Sea OAHC un tetraedro del espacio enclítico 1 
dos pares de aristas opuestas son perpendk 
pruébese que el tercer par también esta 
por aristas perpendiculares. 

\ .36. La '-esfera» de un reloj de torre está situudaí 
plano tt de manera que el extremo del r 
alcanza su posición mas alia a las horas 
Sabiendo que dicha posición más alta es 
punió /'CS 3, 7 3. 5 3) > que el centro de Ij 
del reloj está situado en el punto Qi\. 2. 
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pecio de unu referencia cartesiana rectangular 
Oxyz\ el eje Oz vertical y hacia arriba) se pide: 

1. Ecuación del plano ir. 

2. Coordenadas del extremo del minutero a las 
0*15". 

3. Para un observador situado en el punto 
W(4, I, 0), ¿cuál es el ángulo apúrente que 
forman las posiciones del minutero a las 0" y 
alas0"l5 m ? 

4. Coordenadas del extremo del minutero a las 
0V\ 

5. Ecuaciones (no paramétricas) de la circunfe- 
rencia descrita por el extremo del minutero en 
el transcurso de una hora. 

[¥37. Si /',. P. y P % son tres puntos alineados del es- 
pacio afín £¡. se llama razón simple de P r P : . P$ 
al número <*. que se denota poniendo r= («,«,«,), 
para el que P\P~Í= fP t P 2 . Se pide: 

1. Si /', es el punto medio de los P¡ y P>. hallar 
las razones simples 

(/yv\). </VV\>>. (W> 3 >. 

t/VVM y </',/%/>,> 

2. Si r=(P,P,/'<l hallar el baricentro de los 
pumos /\ v P, afectados de los coeficientes 
ry |. 

VJ(. lin el espacio afín F.¡ se consideran dos rectas r, 
y í, no paralelas. Hallar el lugar geométrico des- 
crito por los puntos medios de lodos los segmentos 
que unen un punto de r, con otro de r,. 



V.39. Dadas dos rectas /-, > r a que se cortan en un pun- 
to P, r, y i\ del espacio afín euclídeo /:'„ se lla- 
man bisectrices de r, y r 2 a las rectas que son 
coplanarias con ellas, pasan por P y forman án- 
gulos iguales con r, y r : . Hallar las bisectrices dé 
'i y r T 

V.40. Sean P, Q y R tres puntos del espacio afín euclídeo 
B y Pruébese que (/(/', Q) = d{P, R) » <I{R. Q) si y 
sólo si el punto R pertenece al segmento de extre- 
mos P y Q. 

V.41. En el espacio afín euclídeo £, se dan cuatro punios 
fijos A. II. C y D. Hallar el lugar geométrico des- 
crito por los puntos Xef tales que 

||XX+ 3X5*|| - HXC'-i- 3X7)|| 

V.42. En el espacio afín euclídeo E 3 se considera una 
esfera 5 de radio p y un punto P situado a distancia 
./ del centro C de S. Por /' se traza una recta 
variable que corta a S en X, y X 3 - Si |/'Y| y \I'X.\ 
denotan las distancias orientadas de P a X, y X? 
(distancias con igual o distinto signo según que X, 
y X> estén o igual o a distinto lado de P). pruébese 
que [PX,\\PX : \=(/ 2 - p 2 (constante que se llama 
potencia de P respecto de 5). 

V.43. En el espacio afín euclídeo E 3 se consideran dos 
esferas S, y S : . Hallar el lugar geométrico de los 
puntos que tienen la misma potencia (véase el ejer- 
cicio anterior) respecto de ambas esferas. Este lu- 
gar es un plano, que se llama plano radical de las 
esferas dadas 
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ALGEBRA UP 



SOLUCIONES 



Bli minando a entre estas dos ecuaciones, 
(y - lvK>- - *) = 0. que son dos recias; la y - 1 
es la OA. 



VA. la recia l\P : (X- /», * \l\P~¡) ha de corlar a r 
para O < X < I ; 

signo («o, + /»/?, + C) *£ signo l(ia : + bf3, + c) 

\ .1. Tórnese |;i referencia cartesiana que tiene su origen 
en O, que tiene por ejes a las recias OAA' y OBB' 
y cuyos vectores son tales que í" tiene coordenadas 
(I, I); A(a, 0), A'{a', 0). fl(0. h). /í'(0. /»'). C*(fl, h). 



V.3. Tómese la referencia 04,; A,A 2 , AyA^). Si las coor- 
denadas í-ésiinas de tres punios P, Q y K son />.. 
q, y /-,. entonces iPQR)~ ir,- p,) \q />,). Sean 
líAa. 0) y #.(0. /'). con lo que 



B x [{flb ~a)/(b- a), {bu- byu, 


fr)J 


ai 1 - b) 
(fi,4M,) = — 

/>( 1 - a) 




t&AM = ¿4l 




a- i 









V.4. Tómese la referencia </\,; -4,4,. M,4,): en ella 
fi,(a. I - a), » 2 (0. /» y «,<«. II). 

ab{a - I ) 
(B í A J A 3 XB^ 3 A t }(B^ l A^^—— ] — - II 

Las redas i I ) b I . \ <¡ + y ■ I y (« - I >.i - aj 
se cortan en un punto sí H- — I. 

V.5. Sean r,. r ; . r 3 y r, los lados; lómese referencia 
cartesiana de los ejes /-, y ;*, y en la que las coor- 
denadas de /',rw 4 y de r 2 C\r A son (I, 0) y (0. I); 
sean (a, 0) y (11. b) las coordenadas de r, (~\r¡ y de 
r 2 f\r x . Los puntos medios son < I 2. I 2). (.; 2. b 2) 
y [iab- .(i i2,ib- 2). (ab- I» i2ab-2)\. que es- 
tán alineados. 

V.6. El pumo medio de AC es el fí ' (3 2)fííí o sea. 
(4, 5); luego C)l?. 7>. 

V.7. Tómense a /' y * como ejes y a B como punto 
unidad. fl(l, 1) y Ai2.2). Sea Pía. 0) con ¿r e R; 
0(0. <r/(a- l)], 

A/»:2r+(a- 2)y = 2a QM:y — x= afta I) 



V.8. 



V.9. 



V.lfl, 



V.ll. 



N.12. 



V.I3. 



V.14. 



VAS. 



V.16. 



Tómese referencia rectangular en la que 
/{( o . 0) y C'IÜ. ¿í); las alturas se cortan en el 
(0. -aa'¡8). 

Oltocentro (intersección de las alturas t (1, 
baricentro (intersección de las medianas) 
el circunccnlro (intersección de las medí 
(3 2.2). 

3.t + 4y +7-0. 3x + 4y - 3 = 0. 
4.t - 3y + 16 = 0. 4x - 3y + 6 = 0. 

Aia. 2xi). Bib. -2by. 

i ía + b), y = l{a-b); 

9 = |4«/»|. 

Eliminando a y b entre las tres últimas ecuaci 
4.v* - y- = ±4 (dos hipérbolas). 



sen ( ti a) 

X - a + x 

seníí 



sen i" - tí) , 
v 



sen a 



sena , sentí , 



sen 



sen o 



y = x ( parábola). 

La pendiente es m - t - I 2 la y la peí 
bridad equivale a m,ni, = — I, o sea, a 
— —1/4; de la ecuación de a sale a¡a¿ 
luego el lugar: v - - I 4. 



Tómense por ejes (rectangulares) <)\ y (h 
do BC y a su altura; A{0, a). Bib. 0) y < 
(Ha. 0). «eR; PQy=inix-a). meU: bttN 
la perpendicular ¿»ji í*(ay-t i> > - o. que ct 
haz, luego pasan por un punto. 

Sea P el punto de intersección de ax + by + 1 
\ ax+py — 0; sea (J el de intersección 
<t.i • tív • y-0 con <a + by = 0. El arca 
4||C>P"aOG í 1|. donde O es el origen, que 
A\cy\:\aB - bal 

Tomando por ejes rectangulares (0\y) a las 
trices de r y s, estas tendrán ecuaciones y = 
(w e ¡R fijo). La suma de las distancias de ¡\x,\ 
a r y ,v vale 



|\ íju| I [y I m\\ 



vi 



+ m- 
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igualándolo a k se obtienen los cuatro latios del 
rectángulo de vértices: 



í v'l • 



m 



.0 y 0. * 



kJV+ 



m 



2 

V.I7. I. y — a = m(x - a) será tangente sí dista r de O ; 

m 2 [{a - a) 2 -r\- 2{a - ti)(0 - b)nt + 
+ 0-b) 2 -r = O 

2. Sean P, y P, his intersecciones de OO' con las 
tangentes exteriores c interiores; 



V,IJf. 



WPPi II = (/rW - r) y ||/^|| = {rd)^ + r) 

Sean ±0, y ±0. los ángulos de OO' eon las 
tangentes exteriores e interiores: 

sen 0, = (V - r)jd , sen 0, = (r' + r)(d 



Las tangentes son; 



x o 



ext. : < 



r — r 



ni 



eos ^ - A eos (<p * fl,> 



y = {3 — — sen <p+Á sen (<p±# ( ) 



ftí 



\ u 



mt. : 



r-l-r 



; c<»s ^ - Á eos ) ^ ± &) 



fy = y3- ¡ sen v? + A sen {^± 2 ) 

1. Si X = C+<?X\ es X' = Q'X -Q 'C: .*' = 
= Ix + 2y - 2r. y' = -9.v - óy h 7: - 5. z = 
= -x-y + z. 

2. Resolviendo X — C + QX se obtiene un solo 
punto X(l, -1. 1). 



\.R t. lis la intersección de los planos que pasan por 
P y r y por P y v; 

(x y. Z) = (-1, I. 2) + A(l, 2. 3) 

2. Intersección del plano que pasa por P y r y del 
plano paralelo a J7 por /'; 

U. y. z)=(-l, I, 2)+A(0, I, 1) 

V.2A. t-2. -I. 0). (0. -I- -I), (0. -3/2, 1/2) v 
I 2/3.2/3. -4/3). 



V.2I. Si a - -2, las rectas son paralelas v distintas; si 
a = —7, las rectas se cortan en un punto; si a 
—7, las rectas se cruzan. 

V.22. I. ti cualquiera, fi ~ 2. 

2. a = 4 y = 2. 

3. x-y-z-l. 

V.23. El punto medio de P+ Aü y Q + /u es 

0-(Áf2)ü + {j¿f2)D 

donde = P + (l/2)P§es el punto medio de las 
/* y Q. El lugar es el plano paralelo a r y a 5 por O. 

V.24. Si a = -4, es paralela a ir y no está incluida en 
el: si a= I, r está incluida en ir; si a -t- --I. I. 
entonces /' corta a ir (en un punió). 

Y. 25. Si a— I, los tres planos coinciden; si a*\. los 
tres planos se cortan en un punto (forman triedro). 

V.26. Si a * 2 y (3 # I . la intersección es un punto (for- 
man triedro); si tr*2 y 0= I. la intersección es 
vacía y jt, y 7T ; son paralelos; si a -2 y = 3 2. 
la intersección es una recta y jt, y jt, coinciden: 
si a = 1 y f3— I, la intersección es vacía y tt, y 
tt : son paralelos; si a - 2 y fi = 2. la intersección 
es vacía y jt 2 y tt, son paralelos; sí a = 2 y /? ? 
^3/2. 1. 2. la intersección es vacía y los planos 
forman un prisma. 

V.27. 1. (I, I -a. -I) y (0. 2<r-l. I -2a) han de 

ser ortogonales; a = 2 y a = I 2. 

2. La intersección de x l y + z + 2 = con el 
plano del haz de r perpendicular al anterior, 
que da: 

x+ y + z + 2 = 

y - z + 2 « 

3. Son perpendiculares, pues lo eran r y s. 

V.2S. Sean h, y r, los vectores unitarios de las direc- 
ciones de » y f. 

1. P+r(tf,+ff,)y P + Vífl, 

2. rf/X r) 2 =HPS*|| 2 (/'A"" .,v,)-\ 

( HX..s)^\\PX'\\ 2 -(pTr-,r: 
PlTf4, = ±PX'- r ( ; 

el lugar lo forman los dos planos 

1-fT-O y O?, < )-KT=0 
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Ai.GFRpA j,.:. 



V.29. <«v + by + cz) 2 = (o 2 + />' + <r)(.r + y : + 2 a ) cas 2 ft 

V.30. Los planos son {para AeM; las .sumas para i —l, 
2. 3>: 

laft^ÁXa*, £/»,*,= A 2 tf y Sc^=A2cf 

eliminando A se obtiene el lugar: 



2ú? Stf Xc; 



(una recta) 



V.31. Un punto >• un vector de r son /*(/'* *. 0) y 
ñUí. b, I); un punto y un vector de r' son 
P'{b'. k\ 0> y iV(a\ /»'. I). La distancia vale: 



d = 



PP' ■diAfi' 



IIííah'H 

_ \{a - a'yji - k') -{b- b')(h - h')\ 
V(fl - a') 2 + (í> - b'f + (ab' - a'b) 2 

V.32. A(a. 0. 0). tf(0. />, 0) y C(0. 0. c); el área de! 
triángulo vale ||.i/í A.U'll 4. luego 

Why ¥{bcf + {cáf = 4S fl] 

I. Se eliminan ti, b y c entre 1 1 1. 



X V c 

+ - - - = I V (I.V ~ />\ 

íí /» c 
y se tiene: 

<r + v- * r )■'( _L + _L + _L | - 4.s- 
vW <y:V (zx) 2 ^ 

2. Se elimina «. /> y r entre [1) y x = ú/3,y = /' 3, 
.: - c 3 y se tiene: 

3. El ortocentro es la proyección del origen sobre 
ABC. luego el lugar es el mismo que en I. 

V.33. La línea de máxima pendiente de tt sobre t es la 
recia de tt que es ortogonal a la intersección irC\ r, 
luego ella es: 

P I 1 íflAWAÍ» 



\ .34. Sean % y c„ vectores unitarios de las dirección 
de íí y o; sea el ángulo de r y s. Si X e rerm 

XY= PQ"- Aií + pv 

debe ser tal que 



XY ■f Ul ^±XYC\ l 



luego U/i = 4tf. siendo 

4W=[Pe*-(w„ i r l|f |(l -con 0) 

se puede poner A = 2H+2¡ y ¿t = ±2W - 2r om 
i g R. El punto medio buscado es: 

M=P+ APQ*+\XT= 
= O + W(i7 11 ±r ) + /(ií D = íV 

donde O es el punto medio de los /' y Q. 1:1 lugr- 
es las dos rectas que pasan por 



M„ = + H(ü a ±e lt ) 



y tiene la dirección del vector i\ i r,,. 



V.35. Se supone ()Aj fiC = y OB ■ CA = 0: hay <M 
probar que OC ■ AB = 0; 

= ÓX- ficT- OA • (OC"- Ófl') 

y 

0=OB- CA = OB - (í7/\ - OT) 
restando éstas se obtiene: 

= UC- {OU OA) - OC- Aíi 
V.36. Longitud del minutero = ||f|| = \\Fff\\ = I. 

1. L¡i dirección de í es la de máxima pendra* 
de 7T. luego es perpendicular a vr — (4, 2, -3 
es ir:4x + 2y — 5 = 3. 

2. El minutero ocupa la posición del vei 
unitario de i 1 a w; el extremo es: 

(I-1A5,2 + 2A6 O 

3. Es el ángulo de V(R& ít> con Y{fi@. ü) > \± 

are eos (I 2v'3)-73,22° 
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4. = (ira)/3O; Q + (co&0)v ' <sení»ií: 



2 I 

x = I + - eos 6 - — sen 9 

3 >/5 



I 2 

y = 2 + eos + — sen tf 
V5 



2=Ii eos " 



5. U Ir My-2> : I ( 2 \r= I. 
4. * 2v 5c = 3 

B I 12. 2. I 2. -I. 2. 

2. />, 

| :X, = P, t Ai?,, r,:X, /* ; I Aíí.: 

,V-(/' - I 2F@S-(A/2)0+/if 

Plano paralelo ¿i r ( y a r, tjue pasa por el punto 
medio de /' y (J. 

U!. Si 1 (í/,1 y l'"(«>) son las direcciones de /*, y <. las 
bistetriecs son 



/' • I 



ifi.iriNiJ 



Y .40. Si tf *■ |/'. Q\. póngase £/f rFQcon 0< r< I. Si 

se verifica la igualdad, es ||/< - f|| ■ ||ú|| 4 ||í'||, 
con t7 = P/f y r — KQ. o sea, « ■ f = 0. 

V.4 ! . XA + 3Xfi"= 4X3^ y XC*+ 3J?37= 4Xr", dondejl ' 
y C" son los dos punios A' ^ H - l\ -i)BA v 
C = /> 4- ( I 4>/xT El lugar es el plano ortogonal 

:i \'(" poi mi punuí medio. 

V.42. /**> A,« (rt unitario); ||C7'*+ PX'\\ = /»: 
A 2 + 2AC7 r - ü + (d 2 - ¿) = 0: 

[Px,|[/»>y = A l A 2 = SÍ / 2 -p 2 . 

Vw43. Sean Cp C¡, /), y /í> los centros y los radios; 

nc.ni- - p¡ = iicxii - ,,¡ 

Poniendo 

c7**= AC7c/T+ « y c\x'-(\-\)c,c' .,■ 

con h 1 ¿\c7es 

Bc¡x|| z — a V + WP 

y 

Itcrip-íA-nV + iW 



Bl lugar es el plano ortogonal a C,C -. por el punto 
C = C, + AC^CJ donde 

A =<,,;-,,; t ,/'i(2 í / ; i 
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Ejercicios y problemas a la parte VI 






ENUNCIADOS 



VI. I . Se considera la elipse de semiejes a y b (a > />i y 
cuyos vértices del semieje menor son los punios 
H y B'. Si X es un punió de esta elipse y P y Q 
son los punios en los que las recias XB j XB' 
corlan ;il eje mayor de la elipse, piuébese Cjue 
K <>/' OQ es constante tO es el ecniro de la 
elipse), eslo es. que no depende de X. 

VI.2. Sea dada una elipse y sea F uno de sus focos. 
Hallar el lugar geométrico que describe el punto. 
/'. mitad del segmento FX. al hacer que X recorra 
la elipse. 

VI.3. Considérese una hipérbola, de ecuación reducida 

i a - v' Ir = I: 

1. Hallar la distancia de un foco I de la hi- 
pérbola a una de sus asíntotas. 

2. Compruébese que una asíntota, la perpendi- 
cular a dicha asíntota desde un foco y la co- 
rrespondiente directriz pasan por un mismo 
punió. 

V'1.4. Considérese una hipérbola de semiejes u (real) y 
b (imaginario). Sean (/, y */ : las distancias de un 
punto .V a las asíntotas de la hipérbola. Pruébese 
que k - </,í/ : es constante para cualquiera que sea 
el punto X de la hipérbola; hallar k. 

VI.5. Se considera una elipse de semiejes a (mayor! y 
b (menor): sean A y A' sus vértices del eje mayor, 
sea /•' uno de sus locos y sea (/ la correspondiente 
directriz. Sea X un pumo cualquiera de la elipse 
y sean /' y Q los puntos en los que las rectas XA 
y XA' cortan a la directriz, ti. Compruébese que 
FP y FQ son perpendiculares. 

Vl.fi. Sean dados un punto A y una recta r que no pasa 
por A. Si X es un punto, del plano de /\ y r, sea 
X' su proyección ortogonal sobre r. Hallare! lugar 
geométrico que describe el punto X cuando se 
mueve de manera que cXX" ~ÁX", donde c>0es 
un número dado. 

VI.7. Se considera una elipse de semiejes a (mayor) y 
b (menor). Sea XX' una cuerda de la elipse que 



se mueve manteniéndose paralela al eje menor y 
considérense las rectas XA y X'A'. donde .4 y .V 
son los vértices situados en el eje mayor. I Imillas 
el lugar geométrico que describe el punto P de 
intersección de XA y X'A'. 

VI.8. Se considera la parábola que tiene por ecui 

reducida a v~ = 2/>x. Sc;in X y X' dos punios cua- 
lesquiera de la parábola tales que el ángulo XOX 
es recio i() es el origen). Pruébese que XX' corta 
al eje de la parábola en un punto /' lijo. 

VI.9. Se considera una parábola de parámetro /». Hallar 
el lugar geométrico descrito por los puntos medios 
de las cuerdas XX' de la parábola que pasan por 
su loco /■'. 

VI. 10. Se considera la parábola de ecuación reducida 
y = 2/í.v y se traza la normal (perpendicular a la 
tangente) en un punto X de ella: sea Y el punto en 
el que esta normal corta al eje de la parábola. 
Hallai .-I lugar geométrico del punto \" simétric 
de X respecto de >'. cuando X recorre la parábola- 
Vi.! I. Considérese la parábola que tiene su foco en h' \ 
tiene por directriz a la recta (/. Comprobar que la 
tangente a la parábola en un pumo X. cualquiera, 
de ella es la bisectriz de XI ' \ V\' . donde X' es 
la proyección de X sobre (/. 

VI. 12. Considérese una parábola y un punto X exteriora 
ella; por X se trazan las tangentes a la parábola, 
que son tangentes en los puntos P, y /».; sean P. 
Q\ y Q; 'os pumos medios de /',/\. XP, y XP ; . 
Pruébese que: 

I. XP es paralela al eje de la parábola. 
-• QiQ; es tangente a la parábola y lo es en su 
punto medio Q. 

VI. 1 3. Una hebra de hilo anudada en sus extremos y de 

longitud 2/» se mantiene formando triángulo isós- 
celes OXX'. donde O es fijo y XX' permanece 
paralelo a cierta dirección fija. Hallar los lugaa-s 
geométricos que describen los puntos X y X', 

VI. 14. Se da una circunferencia fija, con centro en <> y 
radio r\ también se considera un punto fijo. P. 
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siendo OP m lo. Hallar el lugar geométrico des- 
crito por los centros. X. de las circunferencias 
tangentes a la circunferencia dada y que pasan por 
P (indicación: tómese el origen de coordenadas en 
el punto medio de UP). 

VI. 15. Dos punios X, y X> se mueven, con la misma 
velocidad angular, en sendas circunferencias con- 
céntricas de radios r, y r 2 . En el instante inicial 
los puntos móviles están alineados con el centro 
y a un mismo lado de este: se mueven en sentidos 
contrarios. Hallar la ecuación del lugar geométri- 
co que describe el punto medio, X, de los X, y X ? . 

\ 1.16. Compruébese que la tangente a una elipse en uno 
de sus punios X es la bisectriz exterior del ángulo 
FXF' (F y F' son los focos de la elipse). 

VI. 17. Dada una elipse y un punto P de ella, determinar 
el triángulo de área máxima de entre los que tie- 
nen un vértice en P y los otros dos también están 
en la elipse. 



vi. 18. 



Si e, y e 2 son las excentricidades de dos hipér- 
bolas conjugadas, compruébese que 1 1 --,' i - 
•ti <-;>=!. 



VL19. Pruébese que sí los tres vértices de un triángulo 
están situados en una hipérbola equilátera, enton- 
ces el ortocentro del triángulo también está en la 
hipérbola. 

VI. 20. En un punto A se efectúa un disparo: el proyectil 
va a velocidad r y hace impacto en un punto 8. 
Hallar el lugar geométrico de los puntos .V desde 
los que se escucha simultáneamente el disparo y 
el impacto (llámese r' a la velocidad del sonido). 

VI.2I. Se consideran dos hipérbolas conjugadas, de se- 
miejes a y b. Se traza una tangente común a 
ambas. Hallar la distancia entre los puntos de 
tangencia, comprobando que es constante. 

VI. 22. Clasificar las siguientes cónicas: 

a) 2r + y* + 2xy- I2r-4y + 3 =0. 

b) xr + -V + 4.tv + 4x - 2y - 4 = 0. 



c) 



+ v-" - 2xy + 2y + I = 0. 



VI. 23. Clasificar las siguientes cónicas: 



VI.24. Clasificar la siguiente cónica, en función de los 
parámetros «. b e R. 

(I + a\\r + laxy + ay- + 2bx + a - 3ír = 

VI. 25. Clasificar y hallar la ecuación reducida de la Si- 
guiente cónica: 

I \x\ - 4x,x 2 + 14*2 + 40.v, + 20* : + 45 = 

Hallar también el centro y los ejes de dicha 
cónica. 

YI.26. Clasificar y hallar la ecuación reducida de la si- 
guiente cónica: 

4ít + 4*,Jt2 + x¡ + 4x t - 8.v, - 20 = 

Hallar los ejes en los que la ecuación es la redu- 
cida. 

VI.27. Hallar la ecuación reducida, en función de 0. de 
la cónica; 



x] cosí*- 2\ : *. ■* i ! : cosff+2x + 2y = 

( - ir < < «■). Determinar los ejes en los que la 
ecuación es la reducida. Clasificar la cónica, 



V 1.28. Se considera una parábola, cuyo parámetro ¡> (dis- 
tancia del foco a la directriz) es fijo, que gira 
manteniendo su foco inmóvil. Se considera tam- 
bién una cierta dirección fija en el plano de la 
parábola y se traza la tangente a esta que tiene- 
la dirección dada. Hallar la ecuación, en ejes aá 
hoc, del lugar geométrico que describe el punió 
de tangencia. 

VI.29. Se considera una cónica ordinaria con centro: sea 
M su matriz y sea A = |« ] la submatriz de térmi- 
nos cuadráticos. Compruébese que los coeficien- 
tes a y fi de la ecuación reducida, «r + /3y : = I, 
de la cónica son las raíces de la ecuación de 
segundo grado: 

(del A/i V + (det M) (det /l)(« M + a \ 
+ (det /t>' = 



a) 2x 2 +?-2xy + 2x-2y+ I =0. 

h) Ax 2 + >- + 4.ry - y = 0. 

c) 2x 2 - y 2 + xy + 3y - 2 = 0. 

</) x 2 + v 2 - 2v + 2 = 0. 



YI.30. Comprobar que. si fes foco de una cónica C. las 
tangentes desde F a C son imaginarias > tienen 
pendientes +/ y -i (a dichas rectas se las llama 
rectas isótropas que pasan por P). 
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V 1.31. Hallar los planos tangentes a una cuádrica que son 

paralelos a un plano dado ax - by + Cz = I (con- 
sidérese una cuádrica con centro ax 2 + py 2 + 

t y.-" = I y también un paraboloide 2z = ax 2 

f /ív : ). 

\ '1.32. Indicar como se determinan los planos tangentes 
a una cuádrica que contienen a una recta dada. 
Supóngase que la recta y la cuádrica son: 



Yl.33. 



r: 



,n - h\ t CZ= I 

a'x + b'y t c'z - i 



C: <n : ■ {íy ■ yj 1 



Recurriendo a las identidades: 

(I -i-a 3 -/i Y -d o /!)' - i2-Y ' (2j8) J 

U-o : -y3 : ) : = (l - er - fPf-Q*?-&P? 

(ff + 0) : = (I + a/i)' t («, /J) ; i I (1 /íi" 

Comprobar que el elipsoide, el hiperboloide de 
dos hojas y el hiperboloide de una hoja admiten, 
respectivamente, las siguientes ecuaciones para- 
métricas: 



I. - = 



? — = 



3. - = 



1 


ia- 


P" 


a 


I+ÍT + 


^ 


»" 


20 




c 


1 +tr + 


JS» 


X 


1 +a : + 


: 


a 


\-a 2 - 


7 


Z 


20 




C 


l-a 2 - 


0' 


X 


1 -t-tr/í 




a 


a + 




i 


I -ap 


íl 



2a 



/) I + a : + p 2 

(elipsoide» 

v _ 2a 

b ~ 1 - a 2 - 1 

(hiperboloide de dos hojas) 

? a - p 



a + p 



(hiperboloide de una hoja! 



YI.34. Demuéstrese, en una cuádrica con centro, que la 
suma de los cuadrados de las distancias del centro 
a tres planos tangentes ortogonales es constante: 
hállese dicha constante. 

Y 1.35. Considérese un paraboloide j tres planos tangen- 
tes a él que son ortogonales entre si. Sean P,. P : 
\ I', las proyecciones del vértice O sobre dichos 
tres planos. Pruébese que la suma de las proyec- 
ciones sobre el eje de oF\, UF : y oT' , es cons- 
tante; hállese esta constante. 



VI.36. Dada una cuádrica con centros nr + py + yr = 
= 1. pruébese que el lugar geométrico que forman 
los puntos desde los que es posible trazar lies 
planos tangentes a la cuádrica que sean ortogona- 
les dos a dos (forman triedro trirrectángulo cir- 
cunscrito a la cuádrica» es la estera x - \ 
- I .. - I p - I y (esfera de Monge). 

VI.37. Dado un paraboloide 2c = ax~ + py. pruébese 
que el lugar geométrico que forman los :■ 
desde los que es posible trazar tres planos tangen- 
tes al paraboloide que sean ortogonales dos a dot 
es al plano z = {a + fi):(2ap). perpendicular al 
eje del paraboloide 

YI.3X. Considérese una cuádrica con centro y sean d^i, 
y </, las longitudes de tres de sus semidiámetros 
(los semidiámetros son los segmentos que unen el 
origen con los puntos de la cuádrica). Pruébese 
que si los tres semidiámetros son ortogonales dos 
a dos. entonces I d] + I d\ ' I d\ es constante. 

VI.39. Se consideran cuatro puntos alineados t, H. C] 
/'; sean a = PA. h = Pñ y c= PC (fijos). El ás- 
menlo AfíCP se mueve de manera que A, B 
se desplazan, respectivamente, por los pl 
x = 0. y = y z = 0. Hállese el lugar geoí 
que describe el punto /'. 

\ 1.40. Dada la hipérbola (x 2 <r) - <v : b~) = I. : = 0. ha- 
llar el lugar geométrico de los vértices X de le* 
triedros trirreclangu lares cuyas aristas cortan ata 1 
hipérbola. 

V1.4I. Hallar el lugar geométrico de los puntos .V talo 
que su distancia al origen y su distancia al plano 
% (I están en la relación <■ (constante). Discutir 
el resultado en función de los valores de f>0. 



\ 1.42. En cada punto X del hiperboloide de una 
c ,/■>/> / , l s ( - traza la normal exler 
y en ella se toma un punto ) a distancia constante 
de X. Comprobar que. si se cumple cierta condi- 
ción (que se pide), estos puntos Y pueden estar 
todos en un cierto cilindro; hállese dicho cilindro. 

\ 1.43. Considérese una cualquiera de las generan' 

rectilíneas de un hiperboloide de una hoja. Probar 
que la proyección de la generatriz sobre el plan 
de la elipse de garganta es tangente a dicha elipse. 
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VI.44. Considérese una cualquiera de las generatrices 
rectilíneas del paraboloide hiperbólico 2; = Ia~ i») - 
- (y* q). Probar que la proyección de la genera- 
triz sobre el plano y = es tangente a la parábola 
del paraboloide simada en dicho plano. 

VI.45. Se considera el paraboloide hiperbólico (reglado) 
2z = x~p — y~<f y sus dos planos principales 
(x — e y — 0). Una generatriz cualquiera del 
hiperboloide corta a sus planos principales en los 
puntos P y Q; hallar el lugar geométrico que 
describe el punto X medio de los P y Q. 

V1.46. Hallar la ecuación del hiperboloide que tiene el 
mismo cono asintólico que: 

C: i r + 4xz-2yz + 10z+ I =0 

y que es tangente al plano tt: 2x — y + z = 0. 

VI.47. Considérese la cuádrica que en cierta referencia 
cartesiana admite por ecuación a: 

x 2 - y 2 + pz 2 + 2x + 2{p - I > + p = 

íp e R parámetro). 

1. Hallar p para que la cuádrica sea un par de 
planos y hallar éstos. 

2. Hallar los valores de p para los que la cuádri- 
ca es reglada. 

3. Hallar, si la cuádrica es reglada, sus dos ge- 
neratrices rectilíneas que pasan por el punto 
A(— I. -I. I) de la cuádrica. 

VI. 48. Se considera la siguiente cuádrica ( : 

C: 2x 2 -y 2 -3z 2 -2xz-4y+ 10=0 



:. 



4. 



Hallar el lugar geométrico que engendran las 
tangentes a C en el punto /',(!. 2. 0) de ella. 
Hallar el lugar geométrico que engendran las 
tangentes a C desde el punto P 2 (0, 2. 0), que 
tío es de C. Hallar el plano en el que se 
encuentran los puntos de contacto con C de 
ilichas tangentes. 

Comprobar que el plano z = 2 es tangente a 
C y hallar su punto de tangencia. 
Analizar si existe algún plano paralelo al 
i o que sea tangente a la cuádrica C. 



VLSO. 



el plano dado. Hallar la columna de coordenadas 
del polo de un plano en (unción de la columna 
U de los coeficientes u„, u¡, i/ : . ií ( de la ecuación 
del plano dado. Hallar la condición, a cumplir 
por £/. que caracteriza a los planos tangentes 
a la cuádrica. 

Hallar la ecuación del lugar geométrico que des 
cribe el centro de la siguiente cuádrica. al variar 
los parámetros a y Ir. 



VI.49. Sea C una cuádrica ordinaria que en cierta refe- 
rencia cartesiana tiene a M por matriz. Se llanta 
polo de un plano al punto cuyo plano polar es 



x 2 + y 2 - z 2 + axz-r byz - 2.\ 8v + 4z = 
VI. 51. Clasificar las siguientes cuádricas: 

a) f 3 + y 2 + 4r + 2xy + 1 2xz - 4vc + 2x u \ 
- 4z + I = 0. 

b) x 1 + 2y- + r + 2xz * 2* • I = 0. 

c) -x 2 + y 2 -2r- fu;. + 2v; 1\ fn - 2. 

VI.52. Clasificar las siguientes cuádricas: 

a) y' +:■ - 2y- + 6* = 4. 

b) 5.r+4v' * 2:' I- 6xy + 4 xz + 6x + 8) i 3 = 
= 0. 

c) 3a 2 + ly 2 + 6xy + S.i I- 4y + 2z -I- 2 = 0. 

VI.53. Clasificar la siguiente cuádrica, en función del 
valor que tome el parámetro a: 

2x 2 + y' + 2z- + 2\\ + 2oy: - 4y • I - <) 

VL54. Clasificar, en función del parámetro /». la siguiente 
cuádrica: 

x 2 +py 2 + (p I». ■ Ixy ly Z ' 
+ 2j + 2: + 4 = 

VI.55. Clasificar, en función de los parámetros a y b % la 
siguiente cuádrica: 

h 'v I a¿ - lvv + lv + 2/»; + I ü 

\ 1.56. Hallar la ecuación reducida de la siguiente cuádri- 
ca y clasificarla: 

ínj + y\¡ -f- 3.vi + 4x t x 2 - 4.v,.v, - 
-2r í v l + 4x l -S.v. ■ l í 

Hallar su centro y sus ejes. Esta cuádrica, ¿es de 
revolución? 
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VI.57. Considérense lus cuádrícus que, en ejes reetangu- 
lares, admiten ecuación del tipo: 

ax 2 , + ( I - a)xi + ax$ + 2( I - «)a,a, + 
+ 2x, + Ir» + 3 = {a e R> 

Clasificar las cuádricas dadas, en función de 
a e R. Hallar los valores de a para los que se ob- 
liene una cuádrica de revolución. Hallar la ecuación 
reducida de la cuádrica correspondí en le a a = 3; 
determinar sus ejes. 

VI. 58. Sea C(p) la cuádrica, dcpcndíenie del parámetro 
p. que en cierta referencia cartesiana rectangular 
tiene por ecuación a: 

4vf + 2(p - 1 y¡% + 4*| + 4v,.v, + 2/w, + /> = 



VI. 59. 



fl) Clasificar la cuádrica C</*), en función de p. 
b) Obtener la ecuación reducida de la cuádrica 

a-i). 

í) Obtener la ecuación reducida de aquella de 
las cuádricas C(p) que es paraboloide. 

í/) Obtener la referencia correspondiente a la an- 
terior ecuación. 



a) Hallar (en ejes rectangulares xyz) la ecuación 
general de todos los paraboloides que contienen a 
!a parábola y 2 = 2x, z = 0- b) De entre ellos, de- 
terminar los que son de revolución, c) Hallar el 
lugar geométrico descrito por los vértices de este» 
últimos. 



üjLJlKJN;.-. 
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VI.1. X<«. p) con <*V + gffi^J ; OP = fta : ib - p) y 
UQ = ba:(h+ p)\ OPOQ = (Ira 2 ) : <¿ 2 - p 2 ) = 



= <?. 



VL2. 



Elipse de semiejes a y />; distancia focal 2c, Si 
/'( i, y), entonces <¥(2x — c, 2y) satisface ¡i la ecua- 
ción de la elipse, luego 



(a/2) 1 Wf 

Rl lugar en la elipse de semiejes milad de lo* de 
la elipse £ dada, que tiene por centro al punto 
medio de F y del centro de E y con igual eje 
mayor que /-.'. 

VI.3. I. Foco (c, 0), asíntota bx — ay = 0, distancia 

l-cfrhV» 2 + ** = *■ 
2. Asíntota Ai— ay = 0, perpendicular ax+by = 
= ac, directriz x = a 2 /c: las tres pasan por 
i.rr. bofe). 

VI.4. X(a. p) con ofi/a* - fP¡& = I. 

( , , Ifl/a -ff/H \afo-*fi/h\ 

k = a, • a-> = , . = • , ^= — 

I O 2 * 2 



VI.7. X(<*. £>. X' = (<*, -p) con a V + r/^ = l ■ 

AX : px + (a - a)y = ap 
A'X'=px + (a + a)y = -aP 

Eliminando a y entre las tres ecuaciones. 

v- <r y //r = I 

VI.8. X(a 2 /2p, «>. X'(P 2 ?2p. P). 

OJtOJ?=Q . ap=-4p 2 : P(h. 0) 
con 

o* a 0* a? -ap 

h = — + = — - 2," 

2p a - fi 2/> 2¡> 

Rl pumo P(2p. 0) es fijo. 

VI.9. y 2 = 2px, Fipfl. 0), XUr 2/>. a), X'(P?/2p, p). 
X, X\ P alineados, luego 



&H& 



o sea. a0 = -/r. Punto medio: 



a 2 + P 2 ot + p 



I <| * • I tí a 2 + b 2 



*P 



Eliminando « y p entre las tres últimas ecuacio- 
nes se obtiene y 2 = /« /r 2 (parábola de paráme- 
tro mitad que la dada, con el mismo eje y con 
vértice en el foco de aquélla). 



VI.5. X{a. p) con trftt + fpfb 2 = I; Fie ») con c' = 
= a 2 + b 2 ; d:x = a 1 fc. 



c ' c(a - ti) I \c' da + a) 



FV FQ = 



{a 2 -c 2 ) 2 irur-v'ip 2 
c 2 h c\a 2 -a 2 ) 



c \ a' —a* 



VI. 6. Tomando a r como «eje de la y» y el «eje de la 
.v» pasando por A. con lo que Afá, 0). Lugar 
c\x\ = y/a 2 + y 2 , o sea, c ! x~ - y 2 = a 2 , hipérbola de 
semiejes a/c y o. 



VI. 10. Xl.v,,. y ) con y 2 , = 2px„: la normal es y„x + py = 
= >'■*) + />>'«,; h^o + p, 0); X'(a* 4-2/í. ?,,). Logar 
y 2 = 2/»U - 2p). 

VI.1 1. Parábola y 2 = 2px, FXp/2, Oh X(x¿ y„). X'( -p/l y,,). 
Como XF = XX'. la bisectriz es la medialriz de 
X'F. que es -px + y (y - y„ 2) - 0. que coincide 
con la tangente yy t> = px + px tl . 

VI.12. Parábola y 2 - 2/'.r. X(n. /i): 

I. /',. P,: y 2 -2px, yp = px ■ por. 



€->) 



luego X/' paralelo al eje. 
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2. Q punto medio de XP. 



<&' 



pertenece a la parábola y la tangente en el es 
v,fci = px + pfPpp, que es paralela a P,P^ lue- 
go es Q x Q r 

VI.13. Tómense ejes rectangulares Oxy con Ox paralelo 
a la dirección fija. 

<>X XX X'o 2,> : X{x,y) . X'(-x, y)\ 

l-Jjf + y* + 2x=2p: y 2 = -2px + /r lugar de X: 
y =2px + p~ lugar de X': ambos para — />*£ 
*y*ip. 

VI. 14. <>/' _ -eje de la x* con origen en el punto medio 
de OP\ (K-a, 0). Pin. 0). X(x, y); 



equilátero; al proyectar, se obtiene que el trián- 
gulo pedido es el siguiente: si O es el centra 
de la elipse y P' el punto diametral mente opuesta 
de P. el lado del triángulo opuesto a /' es paralelo 
a la tangente en /' trazada por el punto media 
de P' y O. 

VI.I8. e l = cfa.e 2 *>c/b.c 2 = a l i f>\ 

VI. 19. Hipérbola xy = k. P,(x t . y,), P/Xj, v.> y /',u,. i,i 
Altura correspondiente a /*¡: 

x,x >t t (x — Xj) — fcxjy + Ar = 

que corta a la hipérbola (además de en /' i en 
/'i i,,, v,,) con x — * ( (, i.i,i. Las otras dos altu- 
ras también pasan por /' (por simetría), que es 
entonces el ortocentro. 



•jlx - a) 2 + y 2 = r - >/(7 < a? I ?; 

Mi 2 ~ 4íí").r + 4r í >~ = I a — 4ri/" . que es elipse o 
hipérbola según que P sea interior o exterior a la 
circunferencia; sus tocos son O y P. 



VI.20. {AX - BX) : v' = AB : v. Hipérbola con tocos en A 
y H y constante 2<i = AHW v). 



V1.2I. 



o 2 fe 2 ' a 2 b- 



\ '1. 15. A'¡(''| eos «»/. r, sen ait). X.ír, eos w/. -/', sen oííí. 
*r/ velocidad angular. 



Tangentes a una y otra 



i - ' I/. I i\\ COS (W 
(r, r 2 ) sen úU 

4v : 4y : 

X: . - — — = = 1 

(r.+r,) 2 (r, r 2 ) 2 

VI.I6. r o 3 l v /. - I, X(«. 0i. tangente 

(axW ' tfiy) ly " i 

FX\a-c,P) . FT<tr + c. 0> 

||FXl| = («"- («):</ . ||/'X||-(«" ( «(■):« 



bisectriz interior 



IX IX 



la 



II/-A1I \\rx]\ ~ i'a'-irV) 
es perpendicular a la tangente. 



(ai» 2 , /í/ñ 



VI. 17. Considérese la elipse como proyección de una 
circunferencia sobre un plano, lín la circunferen- 
cia, el mayor área se obtiene si el triángulo es 



a Ir a¡ h~ 

Como las tangentes son ¡guales y los puntos son 
de las hipérbolas, es: 



a b' b~ tr 

<r Ir ' a 7 Ir 



de donde 



-a 2 Ir 

x, = == , y, = 



x^ = 



b 7 a 2 

luego la distancia pedida vale 

Ir)j2:y/a : t> : 



SOLUCIONES 
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w.22. 


a) deíA >Oy sigAí = |2. 1 }, elipse real. 

b) del A < y dci A/ * 0. hipérbola. 

c) del A = y del Ai * 0. parábola. 


VI JO. 


Tomando origen la F y con «eje O» perpendicular 
a la directriz <.t = i/), la cónica es 


VL23. 


(i) dei/l>0 y deiW-0. dos recias imaginarias 
concurrentes: b) dei.-t - II y deiA/*(). parábola: 
c) deM <0 y del Ai = 0. dos rectas reales concu- 




Ecuación de las tangentes desde el origen < 
- y* = 0. o sea. v = ' i\. 


Vi.24. 


rrenles; <t> dci.-l >0 y sigAf = [3. 0). elipse ima- 
ginaria. 

■K-i . \ a, delM a(a 4b 2 )', diagonalización de 

Aí: (1, o, ii ■ 4/r ). Sí a ~ 0. dos recias paralelas: 
si a<0. es deM<0 y del Ai #0. hipérbola: si 


VIJ1. 


Cuádrica con centro: <m (l t f¡yy I y..,, l ba 
de ser paralelo al plano dado. 

aV 3= ft\> ''~ 7*0 ' > '"■' '/*''' :■ I 
luego 

i pa a , v.. ,»/; y ;•„ = /*• y 
con 


VI.25. 


4/v , ; . dei.-\>0 y sigAi = )3. 0). elipse ima- 
ginaria; si 4/>-«>ü. da A >0 y del Ai 0, 
dos recias imaginarias conjugadas; si 0<a< 4/r, 
del A > y sig M |2, 1 ), elipse real. 

dct.-l - 150. A,= 10. A.= 15. del Ai = -.1.750: 
elipse real: 2.r + 3v' = 5; centro (2. 1 >: direccio- 
nes de los ejes 0,(1, -2) y « 2 <2. 1). 




p=\:¿r'a + b l ?B + <r/y 

y el plano tangente 



\l.26. dei.t 0. A 0. A, - 5.deiA/ - - 1 00; parábola: 
v 5j -' - 4.v; dirección de la parábola 8( I, - 2): eje 
(polar de (0. 2. I)) 2r+y = 0: vértice (I. -2); 
tangente en el vértice \ 2y - 5, 

VI.27. «leí A -cos'H- |. A,=cos# 1 I- A : = cosW- I. 
del 1/ 2( l I os H): hipérbola; (cos : 0- \)jt + 
+ (eos - I )V - 2: centro 1 1 : ( I - eos 0). 
I : ( I - eos 0)): direcciones de los ejes ( I . I > y 
(I. -I). 

VI.2N. Origen en el toco, «eje x> con la dirección dada; 
directriz i cosí' I \ sen " ~~ p; parábola 

.r sen* + y eos" (I — 2xy sen eos " * 
■ 2p{X COS " t y sen 0) = /r 

la polar de (0. I. 0) es 

x sen 3 » - y sen » eos l) f /> eos II - o 

eliminando " queda /< u • y 2 ) ■ 4v\ 

VI.29. Invariantes: 

at + B = -dclAUi,, +fl„):(delAÍ) 

y 

afi- (del A) 9 : (del Ai) 3 

que son la suma y el produelo de las raíces de i a 
ecuación del enunciado. 



\ 1 .32. 



<u t by I cz yp «1 /•' B + c : /y 

Igualmente, para el paraboloide 

irB + b*a 
ax • b\ i r; + n 

aptr 

atxXf, + 8yy f y—,, ■ I debe coincidir con 

Ui - A<;').r + (/> + Ab'yy + (c + Ar'>; - I • A 
siendo íUa * By 2 , + yr.'i = I; 



Ai— + ^- + — - 

« £ r 

Íaa' bb' ce' 
— + —- + — - 
a B y 






S I JA. 



Para cada A raíz de esla ecuación se obtiene uno 
de los planos tangentes. 

Dividiendo cada una de las identidades por SUS 
primeros miembros, las paramétricas resultan evi- 
dentes. 



vi J4. ax 2 - />V 'y. i; plano tangente 

OXfX - /ív u v - y- - - I XU • «i + ;u - h 
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(/i dislancia al origen, (i/, r, iv) uniíario normal al 
plano): identificando queda 

ft ! = i«V«) + cVíO + (»•- r) 

Si los tres planos tangentes son u,x + r,y + n',z = h p 
sumando se obtiene ¿Lhj ~ t a ■ i I /í • l.y. 

V1.35. 2z = ox* + #r; plano tangente 

ax o }í + ^>'(i>' ~ z- Zo = o «i + ye + ¿iv = ft 

(/i dislancia al origen. Ui. v. w) unitario normal al 
plano); idenlilicando queda 

la proyección de OP vale 

tiw=-iu 2 fa + r 0):2 

Si los tres planos son u r \ + v¿y + «•,<; = fi,. sumando 
las proyecciones se obtiene X ir/í, =— (1 /« • I ¡fi) : 2. 

VI.36. Según se vio en el Ejercicio VI.34. tres planos 
tangentes perpendiculares enlre sí son 

xu, + yv, + zw,= [uj/a + vf/fi + » ,'. y I ' : 

elevando al cuadrado y sumando, como los 
ít/ ( . r,. ir,) forman base ortonormal. se obtiene la 
esfera de Monge. 

VI. 37. Según se vio en el Ejercicio VI. 35, tres planos 
tangentes perpendiculares entre sí son 

u¡x + v, v + w, z = -íuj/a + v 2 f& : (2w,) 

eliminando los parámetros (teniendo en cuenta 
que los (u„ v„ w¡) forman base ortonormal) se 
obtiene el plano del enunciado. 

VI.3K. ax 2 -\-pf + yz 1 = 1. Si (w„ v„ w t ) es el unitario 

de la dirección del semidiámetro d„ es 

\/df = au} I fivf + ytf 

Teniendo en cuenta que los Ut t . v¡, w¡) forman base 
ortonormal, sumando se obtiene el resultado pe- 
dido. 

VI.39. Si (ií. í. w) es el unitario de la dirección del 
segmento. PUiu, bv, av) como ir + r : + r = I. el 
lugar es el elipsoide <■' »' + y' l> ' : <-' ~ \. 



VI.40. X(«. y3. y); una arista .v - a I Ai/, \ ■- f} - K\\ 
Z = y + Aw. (íí. d, w) unitario; por corlar a la 
hipérbola 

wHtffJ-ffff- \) + uHr /ir) - rlr&'l- 
- 2mi'(«y/ir) + 2nv(/íy,/r) = 

Sustituyendo (ií, r, u ) por (u h t,. w¡), donde estos 
vectores forman base ortonormal, eliminando los 
parámetros se obtiene: 

a l /<?-0 i fi¿ t + z 2 (lfa i -\fl?)=l 

VI.41. x t + (\-e 2 )y 2 + 2de l z = t?e 1 . Si e>l, es un 
hiperboloide de dos hojas; para e= I, es un pa- 
raboloide elíptico; si es e<l. es un elipsoide 
(todos ellos de revolución). 

VI.42. X(x D , y (1 , z„) con 

tifé+ÚfP + áfJ-l 

Y( v. y, z) con 

.t = x + av« . y-y a + *yjt> , z-z»-A?tfe 

ecuación del lugar de Y (eliminando .t lv y, y z,,) 
x 2 : (« + Xfaf + y 2 : ib + Á/bf - z z : (c - A/c? = I 
Es cilindro si c = Á/c y el cilindro es 



b\- 



<«* + c 2 ) 2 (ir + c-') 2 
VI.43. v" a f v' /r - e¡r = I ; generatriz rectilínea 

x = a |cos 0±{sen "n:| 
y = b |sen 0+(cos 0/<)r.| 

proyección: (x/a) eos // - (y/6) sen 0= 1. ; = 0. 
que es tangente a la elipse de garganta en 

x = a eos 0. y - b sen 0, j = 

VI.44. Generatriz rectilínea 

x = Jp(v + zf2fi) . y = ±&fi-zf2p,) 

proyección: x = -jpiy. + z 2/¿). y = 0, que es tan- 
gente a la parábola 2; = x*fp, y = en el pumo 

*o = 2 /* ví>, y,, = 0. ?o = 2fi 2 . 



SOLUCIONES 
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VI.45. Generatrices 

x/Jp±yf>fci = 2A , xhfpZyfJq-zfÁ 
(A parámetro); 

P(0, ±2Áyfi, -2X 1 ) , Q(2A -JJk 0, 2A : ) 
X(Av£. ±A>^. 0) 

I .ugar: recta ,v y/i/ ± y >J¡> = O, z = 0. 



VI.50. Eliminando a y b de x + {afl)z = I, (tf/2>t + 
+ (¿>/2)y -z + 2 = 0. y + (a/2)2 = 4 se liene: 

x i +y 2 + ^-x-4y-2z~0 

VLSI 1 *', a) sig,W=12. I) ysigA = {2. I}; cono real. 
¿) sig Aí= (3, 1 j y sig A = [2, 0]; paraboloide 

elíptico. 
c) sig M = ( 2, 2 ) y sig A - { 2, 1 1 ; hiperboloide 
reglado. 



VI.46. La ecuación sólo difiere de la dada en el término 
independíenle, que llamaremos a. La cónica Cn w 
debe ser degenerada, lo que equivale a que lo sea 
su proyección sobre z ~0. que es 

-lx 2 + Zxy - 3y : + lOy + a = 
luego a = —35. 

VI. 47. Diagonal i ¿ación de M: (I. p, —p, a- \). 

1 . rang M = 2, p = 0, x = vyx + y + 2 = Q. 

2. sig Aí=(2, 2), a< I. 

3. Están cn el plano tangente y + z = y son: 

x = - 1 + Á(p - I ) 



y=-l±AVl-f> 



£= 1 IAVl-p (A eRj 

VL48. I . El plano langente en P, : 2x-4y-z + 6 = 0. 

2. El cono circunscrito desde 

/>, : 2a- + ly 2 - 3Z 2 - 2xz - 4y - 24 v + 28 = 

el plano es el polar de /*; : 2y = 3. 

3. El punto que tiene a 2 = 2 como plano polar 
es el g(I, -2. 2); como es de z = 2. éste 
es tangente a C en £. 

-4. La intersección de C con .v = h debe su dege- 
nerada, lo que equivale a lír + 42 = 0. que 
no es posible. 

VI.49. U = M\x\ luego \x]=M'V 

El plano U es tangente sii su polo le pertenece, 
esto es. sü 



U'[x\ = 



o sea: 



U'M l U= O (ecuación tangencial I 



VI.52". a) sig M = (2. I } y sig A = ( 1, 01: cilindro pa- 
rabólico. 

b) sig M= {3, I) y sig A = {3- 0[; elipsoide 
real. 

c) sig M = (2. 21 y sig A- (1, I J: paraboloide 
reglado. 

VI.53'*'. DiagonalÍ7aciones de M y A: (I, 1. -I. 3 - a 2 ) y 
(I. L l-a 3 ). |«|<l^sig Aí={3. I) y 
sig A =(3, 0), elipsoide real: |tt| = 1 — 

— sigM=|3. 1} y sig -4 = (2, 0|. paraboloi- 
de elíptico; I <|«|<v/5-»sig W=(3. I) y 
sig A = (2, I ). hiperboloide elíptico; |or| = 
= -v/3-*s¡g M={2, I) y sigA = {2. I), cono 
real; |a|>3— sigAf = (2. 2} y sig A = (2. I), 
hiperboloide reglado. 

VI.54. Di agonal i /aciones de M y A: ( I , \,3p - 2,p — 2) 
y 1 1 . 2 — p, p). p < 0. hiperboloide reglado; p — Q, 
paraboloide reglado; 0<p< 2/3. hiperboloide re- 
glado; p = 2/3, cono real: 2/3 < p < 2. hiperboloi- 
de elíptico; p - 2. cilindro imaginario; ¡> > 2. elip- 
soide imaginario. 

VI.55 1 '. «>0 y fr#0— sig M= 13. I } y sig A - |3, 0), 
elipsoide real; «<0 y b¥*Q— *sig A/= {3, l( y 
sig A=(2. I}, hiperboloide elíptico: n>0 y 
ft = 0— sig M={\ 0( y sig A = (3. 0]. cono 
imaginario: u<0 y í» = 0— *síg M = [2. 1} y 
sigA=(2. I}, cono real; a = y b*Q— 

— sigW=(3, I) y sig A = {2. 0}, paraboloide 
elíptico; a=0 y fr = 0— sig M=|2. 01 y 
sig A =)2, 0J, par de planos imaginarios (con 
intersección real). 



Vl.56. det<W=-32. detA=32. A, = A 2 = 2, A, = 8; 

2a" + 2v ; +8z ? = 1; es de revolución (A,=A ; >. 
Centro ( 1.2. 0); eje de revolución 5(2. - I. - í): 
todo vector ortogonal a ñ es eje. Elipsoide real. 



Por brevedad, al escribir las signaturas de las matrices se pondrá {/», i¡) cn lugar de (/■< </) o t</. />). 
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VI.57. Diagonalizaciones de M > A\ 

(I, I, 1 - a, a 1/2) ) U. I - a, a i 2> 

Para a< 1/2 y «■'--• I hiperboloide elíptico: para 
o 1/2 ) O I, Cilindro imaginario: para I 2< 
ii I. elipsoide imaginario. Aulovalorcs de A. 
A, = I — «. -\ . = 2(t — I. Aj = I: es de revolución 
para a = (para a= 1 y « - 2 3 imaginaría). Pa- 
ra a = 3. del M= 10. del A= -10, 2i y 3 

I; centro (), 0, I); direcciones de los ejes 
(0, i. 0), (I. 0, liyd. 0. -I). 

VI. 58. ni Diagonal i/aciones de M y A: (I. I. p. p — 2) 
y (1 , I . /» - 1 1; si p < 0. hiperboloide reglado: 
si i> :: 0. cono real: si 0</)< I, hiperboloide 



b) 



c) 

d) 



elíptico; sí p I. paraboloide elíptico: si 
1 i» 2. elipsoide real: si /> = 2. cono ima- 
ginario; si p>2. elipsoide imaginario. 
del M = 12/X/j - 2|. del ,-1 = 2¡(/» - 1), A,= 
= 2. A, = 6. A^ = 2</»-h: para p = -l, 

i/8. 
Paraboloide sí p = I : z = ■* + 3} . 
Dirección del paraboloide <S(0. I. (>>. direccio- 
nes seudoejes «,( 1 . 0. - 1 ) y *?>< 1 . 0. 1 i: eje: 
j = : = Üy vértice (0, I 2.0). 



\ 159. a) y' - 2i + :(a.\ 4 M - < : I rf) - con a 0, ya 
que del .1 0. '»> Los aulovalorcs no nulos ,ic i 

iguales, luego (f - l)~= />', o sea. c " I \ /• 0. 
con lo que: y — 2r + 2" + dz = 0. c) Eje _v = 0. 
Z = -ti 2: lugar: r + 2.» = 0. y = 0. 



